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Resumo

Neste trabalho tem por estudo as grandezas fisicas conservadas no campo escalar real,
o campo de Klein-Gordon, via teorema de Noether, com enfoque nas transformagoes
infinitesimais e invariantes sob translacgoes, rotacoes e boosts. Comecamos por introduzir
as leis de conservacao e suas relagoes fundamentais com as simetrias e invariancias dessas
transformacoes, estudando-os pela Teoria de Grupos. Para definimos o Campo de Klein-
Gordon neutro em que essas quantidades serao obtidas por meio do Teorema de Noether,
é introduzido a Teoria de Campos, comecando pela mecanica classica discreta com os
formalismos newtoniano e os formalismos lagrangiano e hamiltoniano, juntamente com o
principio de Hamilton, para em seguida generalizar para a mecanica do continuo. Com o
auxilio do calculo variacional, finalmente o teorema de Noether é definida para campos.
Desta forma, definida o campo de Klein-Gordon, com sua equagao dinamica e energia
propria, e o teorema de Noether, esses resultados irao nortear na obtencao das quantidades

conservadas para as transformacoes infinitesimais e invariantes.

Palavras-chave: Fisica de Particulas; Leis de Conservacao; Grupo de Poincaré; Sime-

trias; Teorema de Noether; Teoria de Campos; Campo de Klein-Gordon neutro.
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Abstract

In this work we study the physical quantities conserved in the real scalar field, the Klein-
Gordon field, via Noether’s theorem, focusing on infinitesimal and invariant transforma-
tions under translations, rotations and boosts. Starting by introducing the conservation
laws and their fundamental relationships with the symmetries and invariances of these
transformations, studying them through Group Theory. In order to define the neutral
Klein-Gordon field in which these quantities will be obtained through Noether’s Theo-
rem, Field Theory is introduced, starting with discrete classical mechanics with Newtonian
formalisms and Lagrangian and Hamiltonian formalisms, together with the principle of
Hamilton, and then generalize to continuum mechanics. With the help of variational
calculus, finally Noether’s theorem is defined for fields. Thus, having defined the Klein-
Gordon field, with its own dynamic equation and energy, and Noether’s theorem, these
results will guide the obtainment of conserved quantities for infinitesimal and invariant

transformations.

Keywords: Particle Physics; Conservation Laws; Poincare Group; Symmetries; No-

ether’s Theorem; Fields Theory; Neutral Klein-Gordon field.
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Notacoes

No decorrer deste trabalho, sao empregadas notagoes e abreviagoes necessarias
para a exposicao dos assuntos tratados. Para simplificar as equagoes fisicas, ¢ introduzido
o sistema de unidades naturais, usadas na mecanica quantica e na relatividade geral, em
que as constantes fundamentais assumem o valor unitario. Duas constantes que estarao
nas equacoes exaustivamente, a constante de Planck e principalmente a velocidade da luz,
assumirao o valor:

h=c=1

As equacgoes com notacao indicial, muito usuais na relatividade geral, sdao co-
mumente usadas com os indices p e v que assumem os valores de 0 a 3, e que o indice
i = v =0 é a coordenada temporal e que os demais nimeros sao as espaciais. Para a
notacao de indices que varia de 1 a 3, usual no espaco euclidiano, é geralmente denotado

como 17, j, k. Reunindo essas defini¢oes, temos:

wrv = 0,1,2,3

i7j7k - 17273

Além dos indices, teremos para métricas de espaco a métrica do espago rela-
tivistico dado pela matriz g", cuja assinatura é diag(1, —1,—1. — 1), chamado de contra-
variante (para a covariante g,,, a métrica é diag(1,+1,+1,+1)) que serd adotada para
este trabalho. Baseado nessas convencoes, para a notacao de derivadas parciais ou ope-
radores diferenciais (j& adotando o sistema de unidades naturais), para contravariante e

covariante respectivamente

0/0z* =0,, 0/0x, = 0"



onde 0/82° = 8/z e a derivada temporal 8/t ¢ V ¢ a parte derivada espacial 9/0F,
de maneira que:

O = (00, -V, dur = (0a°,7)

e que os covariantes e contravariantes diferenciais se relacionam pela métrica como:
o = guvam au = g/way

O operador d’Alambertiano é a generalizagao do laplaciano na métrica de Min-
kowski, o qual é definido por

0= 0",

ou de uma outra forma escrevemos

Outras notagoes:

e Comutadores

[A,B] = AB — BA

e Complexo Conjugado

No decorrer deste trabalho, perceberemos o uso frequente de operadores, que sao
essenciais na formulacao da mecanica quantica. Mesmo que este trabalho se atenha na
mecanica classica, os operadores serao importantes na interpretagao das grandezas fisicas,
0s quais sao:

=

E=il, p=—iZ L=—i(rxV)

0s quais sao respectivamente os operadores de Energia, Momento e Momento Angular.



Introducao

Para validar uma teoria fisica que se propoe a descrever a natureza, ela deve
obedecer leis que dao “garantia’dessa validagao, essas leis aqui referidas sao as leis de
conservagao. De grande importancia para a fisica, as leis de conservagao sao consideradas
leis fundamentais da natureza, e nao apenas possuem ampla aplicacao na fisica e suas
ramificagoes, mas também em outras areas de estudo, como biologia e quimica. Como
exemplo, uma das leis mais importantes e conhecidas da natureza é o postulado de La-
voisier, que afirma: Nada se cria, nada se perde, tudo se transforma. Este postulado é a
lei da conservagao das massas, que pode ser constatado nas reacoes inorganicas em que
temos dois reagentes resultando no produto, sendo que a massa antes e depois da reagao

¢ a mesma.

Na Fisica, as Leis de conservacao nos dao grandezas conservadas, conhecidas
também como grandezas invariantes, que basicamente sao quantidades que permanecem
inalteradas apds um sistema fisico sofrer uma transformacao invariante. Exemplos de
grandezas conservadas como o Momento Linear, Momento Angular e Energia, as mais
recorrentes da mecanica classica, tem que suas respectivas leis de conservacao sao as mais
usadas para a validagao de uma teoria fisica. Outras leis fundamentais de conservagao po-
dem ser adicionadas, como a lei de conservacao de carga, de isospin e suas generalizagoes.
Essa invariancia das grandezas fisicas, sao consequéncias naturais de uma propriedade
chamada de simetria, presente em um sistema fisico. Sendo assim, temos uma relacao
das leis de conservacao com simetrias naturais (GREINER; REINHARDT, 2013). Essa
relacao fundamental, antes vista praticamente como um axioma, foi elucidada de forma

quantitativa pelo teorema de Noether.

Introduzida a simetria, e dada a sua importancia nas leis de conservacao, para
ficar mais claro, devemos definir o que é simetria dentro do contexto da fisica. Antes, pas-

samos a definir o conceito do termo em si. Uma simetria se caracteriza por ser simétrico,



com uma igualdade de diferentes pontos de um objeto equidistantes. Assim, nada mais
¢ que uma relagao de paridade, de harmonia em par, ou mesmo de uma analogia. Essa
definicao é mais matematica, pois leva em consideragao forma e posicao relativa de partes
situadas em lados opostos de uma linha ou plano médio. Ou ainda que se acham dis-
tribuidas em volta de um centro ou eixo. Na fisica, essa “igualdade”é quanto a constancia

das grandezas apds uma transformagao (COXETER, 1973).

O matemaético alemao Hermann Weyl forneceu uma boa definicao de simetria,
que diz, em esséncia, que um objeto é simétrico se houver algo que possamos fazer a ele
tal que depois que o fizermos, ele se pare¢a o mesmo que antes (FEYNMAN; LEIGHTON;
SANDS, 2008a). Um exemplo pode ser feito com uma esfera branca, que depois de gira-la,
nao é possivel determinar se a esfera passou por alguma transformacao. Trazendo para a
Fisica, diz que um sistema tem uma simetria quando esse sistema, sujeito a uma mudanca,
permaneca exatamente como era antes da transformagao, ou seja, invariante (MOREIRA,
2019). De forma geral, simetrias referem-se ao conjunto de transformacgoes que levam uma
expressao a ser invariante na sua forma, sendo invariante sob aquela transformacao ou

que ele apresenta uma simetria no parametro da transformagao (MARTINS, 1999).

Neste estudo, seguiremos apresentando as relagoes das quantidades conservadas
com as transformacoes em que um sistema fisico é submetido. Veremos que esses conjuntos
de transformacoes podem ser classificadas em grupos, sendo necessario introduzir a Teoria
de Grupos, que se mostra ser muito util para fisicos. Para um grupo de transformagoes
continuas, teremos que eles obedecem uma matemaética chamada de algebra de Lie, ou
Grupo de Lie. Essa algebra ira nos auxiliar na obtencao das grandezas conservadas para
cada grupo de transformacao, por meio do chamado geradores infinitesimais. O grupo
de interesse nesse trabalho é o grupo de Poincaré, que leva consigo as transformagoes de
translacoes, rotagoes e boosts, nos dando dez grandezas conservadas ao todo. O objetivo
geral deste trabalho é obter essas mesmas grandezas conservadas por meio do teorema de
Noether, dentro do contexto do campo escalar. Antes, é necessario preparar o caminho

até chegar na finalidade deste estudo.

Tendo a relacao das grandezas conservadas com as simetrias fisicas, e com o
objetivo de se chegar nas grandezas conservadas no campo escalar, é necessario introduzir
a Teoria de Campos, apresentada de forma gradual e didatica, comecando pela mecanica

classica do caso discreto, com os formalismo newtoniano, lagrangiano e hamiltoniano,



juntamente com o principio de Hamilton, para posteriormente ser generalizado para o
caso da mecanica do continuo. Os formalismos serao importantes para o desenvolvimento
do trabalho. O formalismo lagrangiano, por exemplo, é usualmente usado para descrever
a dinamica de um campo fisico, enquanto que o hamiltoniano é associado a energia do
mesmo. Na teoria de campos, dentre os campos fisicos que se estuda, o campo escalar é o
campo mais simples, também conhecido como campo de Klein-Gordon, o qual descreve a
dinamica dos bdsons, particulas de spin inteiro, mas que nesse caso sao particulas de spin
zero. A teoria de campos, por ser uma frente de estudo mais abrangente do que a mecanica
discreta, vai introduzir conceitos que auxiliarao na formalizacao do teorema de Noether
na sua forma geral, para depois obtermos as dez grandezas conservadas apresentadas do

grupo de Poincaré. Por fim, o trabalho sera finalizado com conclusao e perspectivas.



Capitulo 1

Teoria de Grupos

Conforme apresentado na introducao, dada uma invariancia de um sistema fisico
apés uma transformacao, é dito que hd uma simetria natural presente no sistema, e
que, por consequéncia, existe uma lei de conservacao atrelada a ela. Sabemos que ha
uma relacao fundamental entre uma simetria com uma grandeza conservada. Teremos
que essas transformacoes que denotam simetrias e invariancias podem ser entendidos
como grupos para cada tipo de operagoes de transformacao (FURTADO; HELAYEL-
NETO, 2020). Esses grupos sao a ferramenta matematica que facilita no entendimento
de simetrias e invariancia, além da formalizacao e unificagdo com principios e leis usadas

na fisica (ARFKEN; WEBER, 2007).

Para facilitagao do entendimento, na geometria euclidiana o produto escalar entre
dois vetores ¢é invariante sob transformacoes de translagoes ou rotagoes, e essas simetrias
sao caracteristicas dessa geometria. No espago relativistico, o intervalo (andlogo ao pro-
duto escalar do espago euclidiano) também é invariante sob transformagao de Lorentz,
sendo essas as simetrias do espaco. Por isso, antes de tratar o tema principal, um breve
estudo sobre Teoria de grupos é importante para iniciar este trabalho para verificagao e

validacao das teorias que serao abordadas.

A teoria de Grupos, de maneira geral, estuda conjuntos algébricos que formam
grupos, que nada mais sao que um conjunto de elementos que obedecem operacoes ma-
tematicas e axiomas. Exemplos de grupos na fisica sao os grupos de Lorentz e Poincaré,
que serao abordados mais adiante. Os grupos com transformacgoes continuas sao denomi-

nados grupo de Lie, uma ramificacao da teoria que ird nos auxiliar no desenvolvimento



desse estudo, inclusive, nos grupos de Lorentz e Poincaré, que nos interessam para o

prosseguimento deste trabalho.

Para entender melhor a nocao de grupo, estabelecemos as propriedades que for-
mam um grupo. Definimos um grupo como um conjunto de elementos que sao objetos
ou operagoes, rotacoes e transformacoes, e que podem ser combinadas entre si e resultar
em elementos do préprio grupo. Para introduzir as propriedades que formam um grupo,
assumiremos a transformacao que vai ser a operacao de multiplicagao, representado por

©®. Definimos o grupo G com os seus elementos:

G ={a,b,c...} (1.1)

nas condigoes de:

Fechamento

{a,b} € G/(a®b)=c=ceG

Associatividade

{a,b,c} €G . (a®b)Oc=aG (bOc)

Elemento unitario

{e,a}eG=eba=aGe=a

Elemento inverso

{a,a_l} cEC=a0a'l=at0a=1

A comutatividade entre os elementos de grupo nem sempre sera valida, pois geralmente
a ordem dos elementos importa, ou seja, a - b # b - a. Para casos em que os resultados
destas operagoes iguais, chamamos de grupo abeliano ou comutativo. Caso os resultados

sejam diferentes, é dito que é um grupo nao-abeliano ou nao comutativo.



1.1 Grupos de Lie

Grupos que contém elementos caracterizados por um numeros r de parametros
continuos e reais, denotados por «;, sao denominados grupos continuos, e se as fungoes
dos parametros sao analiticas®, dizemos que é um grupo de Lie. Desta forma, um grupo
de Lie é um grupo continuo onde os elementos sao descritos por fungoes de parametros
que possuem derivadas de todas as ordens neste parametro. Os elementos de um grupo

de Lie pode ser escritos como

gla) = eortr (1.2)

onde r =1,2,..., N e a, sdo os parametros continuos. A quantidade X, sao os geradores
infinitesimais, é através delas que as informagoes de um grupo de Lie podem ser obtidas,

conhecendo assim a sua estrutura do grupo (BASSALO; CATTANI, 2008).

O geradores infinitesimais sao fungoes que realizam transformagoes infinitesimais,
fazendo com que fosse reduzido o estudo de grupo inteiro a um estudo dos elementos do
grupo na vizinhanca do elemento de identidade, satisfazendo uma &dlgebra de comutagao.
Para mostrar essas propriedades de grupos continuos, partiremos da seguinte definicao:

Seja a transformacao de coordenadas e parametros:

z; = fi(x1. 290, Ty 00, 2y ey ) = fiXn; ) (1.3)

em que i = 1,2..n e 2’ e x sdo n coordenadas de antes e depois das transformacoes

respectivamente. Para definirmos f; infinitesimal, comecaremos por
r; = x; + du; (1.4)
de maneira que para (1.3):
x = fi(x, 2y, . 2l b, das, .. day) = fi(Z4, 0a,) (1.5)
Desta forma, podemos enunciar o diferencial de z; aplicando a série de Taylor

/ - Ofi(ws, oy
dx; = Z % da; (1.6)

Jj=1 a=0

! Analfticas no sentido de possuirem derivadas de todas as ordens, desenvolvidas via série de Taylor.



Para uma fungao qualquer F'(z) que, de forma andloga a varia¢ao da coordenada x, sofre

uma transformacao infinitesimal, F' = F' + § F', definimos

OF'
dF = Z 8—%61:5 (1.7)

Usando a defini¢ao de (1.6) nesta nova transformagao, teremos:

oF (= 0f of,
= Zaxj<z Jéa) Zé’“( da

k=1

o F=—i) dapXF (18)
896]- 1

A quantidade entre paréntese é definida como

(1.9)

Assim, temos que o X sao os geradores do grupo de Lie que geram as transformacoes
infinitesimais, por isso geradores infinitesimais. Nota-se que o ntmero de geradores é

igual ao nimero de parametros infinitesimais. Desta forma, para F' = F' + dF fica

F'=F+ Zéaka (1 + Zdak)(k> F (1.10)

k=1 k=1

Portanto, para cada grupo de Lie é associado uma algebra que captura comple-
tamente a estrutura local do grupo. De uma forma mais clara, um grupo dotado de
operacao de comutagao entre seus geradores infinitesimais nos fornece uma relagao entre
seus elementos com uma algebra que se baseia em comutacao entre os geradores, chamada

de algebra de Lie. Assim sendo;
(X, X)) = ij)(k (1.11)

onde 7,7,k = 1,2,...,7 e as quantidades Ci'“j sao constantes denominados constantes de
estrutura do grupo. Quando o comutador entre dois elementos de um grupo de Lie
produz outro elemento do mesmo grupo, dizemos que é um grupo cuja algebra é fechada.
Do contrério, quando o comutador entre um conjunto de elementos satisfazem todas as

propriedades de um grupo, mas o comutador nao é fechado, o conjunto nao forma um

grupo.



Exemplo 1

Seja uma rotacao no sentido anti-hordrio em torno do eixo z no espaco R3, que faz
um angulo 6, fazendo com que a base (x,y) se transforme em uma nova base (2',y’), e que
as matrizes que representam essa rotacao definem um grupo abeliano (que serd provado

a seguir), O(2). As projegoes das coordenadas é dado por

' = wxcosf+ ysind

y = —xsinf+ycosh (1.12)

Inserindo uma notacao em que * = x; e y = x9, podemos escrever em uma notacao

matricial
) cosf sind Ty
- = (1.13)
xh —sinf cosf T2
onde a matriz pode ser escrita em uma forma mais compacta
cosf  sind
R(0) = (1.14)

—sinf cos6

Para demonstrar que o conjunto de matrizes R(f) satisfaz as condigoes de grupo
pela multiplicacao usual, verificando cada propriedade que denota ser um grupo. Defini-

mos:

R(6;) ® R(0;) = R(62)R(61)
= R0+ 0y)

Dado esse resultado, podemos verificar as propriedades de grupo. Para as condigoes de:

e Fechamento

e Associatividade:

3(93)[3(92)3(61)] = [3(93)R(02)]R(61>

10



e Elemento Unitario:

e Elemento Inverso:

na condi¢ao de que R(63) pertenca ao grupo, R(0) é uma matriz identidade de segunda

ordem e que R(—6) é uma transformacao inversa de (1.14).

Provado que satisfaz as condigoes para ser um grupo por meio do produto usual
de matrizes, para obter a algebra de Lie desse grupo, definirmos uma transformagao
infinitesimal, onde

cosf~1, sinf~60 (1.15)

em que # é um parametro infinitesimal. As equagoes de (1.12) ficam

ry = x1+ 200

rh = —x10+ 19 (1.16)

Assim temos as equagoes que denotam uma rotacao sob um angulo 66 escrito em termos

de escalares que representam as coordenadas nos dois sistemas de referéncia. Podemos

obter as mesmas equagoes usando o gerador infinitesimal dado em (1.9). Sabendo que

o parametro dessa transformagao é 6, definimos o gerador associado a ele utilizando as

equagoes (1.16). Eesolvendo:

0 oz,
+

Oxy 00
6=0

o ox
ox; 00

2
or’.
_ J
Xo=i) 90
i=1

0 _ 9, 0
axz = —1 (.%18—1_2 — $28_,j51) (117)

0=0 6=0

Usando a expressao (1.10) para termos as equagoes ap6s a transformada, teremos para

cada componente:

0 0

dl’l = (lL‘Qa—xl — xla_{[?> QZL’I = .1726)
0 0

de‘Q = (ZEQa—xl — xla—xz) 01‘2 = —I10
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e que podemos escrever:

d.fl?l
dIQ

Ty — 1 = 190

Th — 19 = —110 (1.18)

o qual sao os mesmos resultados das equagdes (1.16). Assim temos que o gerador nos deu

as equagoes de rotacao. Mais adiante, o estudo de rotagoes sera mais aprofundado.

1.2 Grupo de Rotacoes

De maneira semelhante ao exemplo 1, sera feito agora a demonstragao para casos
de um conjunto de rotagoes em R(3). Para cada eixo, as rotagdes serdo representados
pelos angulos de Euler, a saber, ¢,1, e . Para obter os elementos de grupo, sera feito
mediante o produto usual de matrizes, dado por O(3). As matrizes de rotagoes sao dadas

por

1 0 0

R.(¢) = 0 cos¢ sing (1.19)
0 —sing cos¢

cosy 0 —siny

R,(¢) = 0 1 0 (1.20)
sinyy 0 cost

cosf@ sinf 0
—sinf cosf 0 (1.21)
0 0 1

Como as rotagoes de direcoes diferentes nao comutam, este grupo é nao-abeliano. Além
disso, por ter os parametros dados pelos angulos de Euler, o grupo de rotagao é um grupo
de Lie, tendo assim trés geradores, uma para cada parametro. Considerando a variagao

infinitesimal dada em (1.15) para os angulos de Euler e associando as relagoes lineares ao
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nimero complexo? por conveniéncia, teremos:

1 0 0
R, (00)=1 0 1 6o (1.22)
0 —idp 1
1 0 —idy
R,¢Y)=| 0 1 o0 (1.23)
iy 01
166 0
R.(00) =] —is0 1 0 (1.24)
0 0 1

onde podemos reescrever em uma forma mais Compacta

R, = I3+ M50 (1.25)
R, = Iy+ M, (1.26)
R, = I3+ M.50 (1.27)

onde a quantidade I3 é uma matriz identidade de terceira ordem e as quantidade M; sao
os geradores das rotagoes infinitesimais para o caso de variagao infinitesimal, definidas até

a primeira ordem:

0 0 0 00 —i 0 i 0
My=10 0 i |, Mloo o |, M=| i 00 (1.28)
0 —i 0 i 0 0 0 00

As informacgoes do grupo podem ser dadas pela algebra de Lie,

[M;, Mj] = ieijn My (1.29)

2A correspondéncia das equacdes lineares presentes na matrizes para o ntimero complexo é dado por
cost £isint = e

e desta forma reescrevemos as equagoes.
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de maneira que o comutador de dois elementos do grupo de rotagoes nos gera outro
elemento do grupo. No caso, o comutador entre os geradores de x e y nos da o gerador z.
Nota-se que o tensor levi-civita é a constante de estrutura de grupo.

Como validacao desses resultados, os geradores podem ser obtidos utilizando a

definigao do gerador infinitesimal (1.9),

R,
My = —i=—2| (1.30)

dp; -

onde p; sao os angulos de Euler como parametros infinitesimais das rotacoes, se resolvidas,
teremos os geradores (1.28) das transformagoes de rotagoes.

Para o caso de transformagoes diretas nas coordenadas (na forma de escalares),
como foi feito no exemplo 1, os geradores sao obtidos usando a equagao para coordenadas

infinitesimais (1.17), o qual nos serdao dados por:
Lo=—i(y2-22) Ly=—i(z&-22), L.=-i(vZ-v2) (1.31)

Assim, podemos identificar que as transformacoes de cada rotacao podem ser obtidas por

meio de um produto vetorial das quantidades vetoriais 7 e V:

ik
L= —Z(’FX 6) = —1 €T Y z (132)
9 2 98
or Oy 0z
e que 0 L = —i(7 x V) é o operador do momento angular (lembrando da notacio onde

considera-se h = 1), ou seja, o geradores responsaveis pelas rotagoes sao as componentes

do vetor momento angular. A dlgebra de grupo é dado por:

demonstrando ser um grupo nao abeliano, com elementos nao-comutativos.
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1.3 Grupo de Lorentz

O estudo da relatividade restrita se dd em um espacgo quadridimensional que o
diferencia da mecanica euclidiana. A localizacdo de um evento fisico é dada nao somente
pela posigao espacial, mas também pelo instante em que ele ocorre. O conjunto de todos
os elementos do espacgo e do tempo nos da um espago continuo, chamado de espago-tempo
de Minkowski. Como toda validacao de teoria fisica, as leis devem ser covariantes para
diferentes referenciais. Na relatividade restrita, devido a invariancia da velocidade da
luz ¢, as leis fisicas sao covariantes por meio de transformacoes que relacionam a posicao
do evento e outras grandezas fisicas observadas entre referenciais que se deslocam em
movimento uniforme. Essas transformacoes sao as transformacoes de Lorentz, caracterizas
pela introdugao do fator de Lorentz, v. De modo semelhante a rotagoes tridimensionais,
em que o produto escalar de dois vetores é invariante, o intervalo® entre dois eventos

também deve ser invariante, (GOMES, 2015; TIPLER; LLEWELLYN, 2014).

Para prosseguimento do estudo, sera introduzido a notacao usual para vetores e
tensores do espaco de Minkowski. Para o quadrivetor* que d4 a posicdo de um evento, por

exemplo, pode ser dado respectivamente pela representacao contravariante e covariante:

= (ct,7) (1.35)

x, = (ct,—T) (1.36)

0 ¢ xy foram dimensionalmente equiparadas

As coordenadas correspondentes ao tempo, x
com as demais dimensoes z’ e x;, multiplicando com c.

As transformagoes de Lorentz, para um movimento unidimensional (vamos con-

30 intervalo é o produto escalar relativistico das representacdes dos quadrivetores (?) e (?), que d4
ds* = Adt* — d(2°)* — d(2")? — d(z*)? — d(z*)? (1.34)

o qual é invariante, de maneira que defimos, ds’?> = ds?
40 termo para um vetor em um espaco de quadridimensional é convencionado como quadrivetor
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siderar o movimento em z) sao dadas por

ct' = (t —vr)
' =~(x — vt
e = ol) (1.37)
v =y
Z =z
onde:
1
(1.38)

V=
V1— 32
em que 3 = v/c. Para v < ¢ as transformacgoes de Lorentz se reduzem as transformadas

de Galileu. A forma matricial das transformadas de Lorentz é dado por

20 v =08y 0 0 20
2t - 0 0 x!
| (1.39)
2 0 0 10 x?
a3 0 0 01 3
ou em uma forma mais compacta:
't =AY (1.40)

A matriz que descreve a transformacao é chamada de boost. Desta forma podemos
classificar os boosts que forma o grupo do tipo O(1, 3) nas transformagoes em diregoes de

x, y e z, definidos respectivamente:

M B 00
— 0 0
G (1.41)
0 0 1 0
0 0 01
v 0 =By O
) 0o 1 0 0
A, (D) = (1.42)
—Bava 0 7y O
0 0 0 1
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v3 0 0 —fB3y3
0 1 0 0
o= (1.43)
—B3y3 0 0 93

Essas transformacoes do espaco de Minkowski sao os chamados boosts. Apesar
de nao serem rotagoes, os boosts podem ser pensados como rotagoes, pois utilizando a

defini¢ao do fator de Lorentz (1.38) como:
V=B =1 (1.44)
e comparando com a identidade cosh? @ — sinh? # = 1 teremos

v = cosh#
By = sinhd (1.45)

Assim, podemos escrever as matrizes de modo semelhante as rotacoes pelos angulos de

Euler:

coshgp —sinhg 0 0
—sinh¢ coshg 0 0O
Az(0) = (1.46)
0 0 10
0 0 0 1
coshy 0 —sinhy 0
0 1 0 0
nw =] (1.47)
—sinhy 0 coshy 0
0 0 0 1
coshd 0 0 —sinhé
0 10 0
AL(0) = (1.48)
0 01 0
—sinhd 0 0 coshf
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Para transformagoes infinitesimais dos parametros (angulos de Euler) dadas em
(1.15), podemos obter matrizes semelhantes as matrizes de rotagoes espaciais, mas em um

espaco quadridimensional, no espago de Minkowski. Escrevendo na forma compacta

Ay = 1,4 B,o¢ (1.49)
A, = I+ B,y (1.50)
A, = I,+ B.s0 (1.51)

em que B sao os os geradores desse espaco

0 — 0 O 0 0 — O 0 00 —
— 0 0 0 0 0 0 O 0 00 O
B, = ) By = ) B, =
0O 0 00 - 0 0 0 0 00 O
0 0 00 0 0 0 O — 0 0 0
(1.52)

A algebra de Lie do grupo de Lorentz nos da elementos que nao pertencem a
algebra dos boosts, mas que pertencem ao grupo de rotagoes. Um exemplo é o comutador

dos geradores B, e B, que nos dd o gerador de rotacoes em z:
0
0
By, By| = B,B, — B,B, = . (1.53)
0

ou seja, temos que a algebra dos geradores de boosts nos gera elementos que nao fazem
parte dessa dlgebra. Os elementos gerados sao geradores de rotacoes espaciais, inseridos
no espaco quadridimensional. Desta forma, pela relagao dos geradores do comutador, as
transformagoes de boosts nao formam um grupo. Temos entao, que os geradores do grupo

de rotacoes definidas pelos comutadores se relacionam com os geradores de boosts como:

[Bi, Bj] = —i€iMy, (1.54)
[Bi, M;] = i€ By (1.55)

De forma analoga ao exemplo 1, tomando a representacao escalar das quantidades,

18



teremos que os geradores infinitesimais sao:
) d _ (10 d (40 )
Ko=—i(t+28), K =—i(tE+vd), K=—i(td+2:5) (1.56)

0s quais sao as componentes do centro de massa, que é a quantidade conservada da
transformacao. Isso é definido com base nas defini¢oes dos operadores do momento P = iV

e energia E = i0;. Como resultado, temos:

—

K=tpy—7FE (1.57)
A algebra de Lie das quantidades de representacao escalar se relacionam pelas relagoes:

[Ki, Kj] = —ieijily (1.58)

[Ki, L] = i€uKy (1.59)

Em suma, os elementos de boosts que compoem o grupo das transformagoes de
Lorentz ¢ caracterizado por ser nao-abeliano, além de que, por sua algebra de geradores
resultar em geradores do grupo de rotagoes, os boosts nao formam um subgrupo, e o
comutador dos geradores de boosts com os de rotacoes nos geram elementos do grupo
de Lorentz, e o grupo de rotagoes pode ser interpretado como um subgrupo do grupo
de Lorentz. Desta forma, as transformagoes de rotagoes e boosts é o grupo de Lorentz.
Um grupo mais abrangente é o grupo de Poincaré, que reine além das transformacoes de

rotacoes e boosts, as transformacgoes sob translacoes.

1.4 Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré, ou grupo de Lorentz nao-homogéneo, é um grupo nao
abeliano definido pelo Hermann Minkowski como o grupo de isometrias do espago-tempo
que reune as transformacoes de translagoes, rotagoes e boosts. Dada a invariancia do
intervalo, na condicao da relatividade restrita, as leis fisica devem ser covariantes, desta
forma, as leis de transformacgoes que formam o grupo de Poincaré devem garantir as leis

de conservacao da teoria fisica.
Grupo de Translagoes
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Antes de tratarmos do grupo de Poincaré, veremos uma das transformacoes in-
cluidas no grupo, translacoes ao espaco quadridimensional. Analogamente ao caso das
rotacoes que, sob a teoria fisica invariante fornece grandezas conservadas, que no caso é o
momento angular, teremos que para essas transformagoes as quantidades conservadas sao
a energia e o momento linear. Definimos a transformacao de translacao na coordenada

CO1mo:

't =at 4 at (1.60)

onde a* é o parametro infinitesimal de transformagao. O gerador para o caso de translagao

¢é definido com:
ox’" 0

Oat ox” -
0

a=

P =

id, (1.61)

A quantidade 70, obtida é o operador quadrimomento (o operador quantico do observével
momento p é definido como p' = —ihﬁ, enquanto que o operador de Energia é definido

como FE = ihd,) cujas componentes sdo a energia e 0s momentos:
i, = (E, P) (1.62)

onde utilizamos as defini¢oes de operadores para Energia e momento.

Definindo o parametro infinitesimal a”, temos que
di" = a” = —ia” P7a" = —ia® (i0,)a" = —ia, P x" (1.63)
de maneira que para a definicao da coordenada transformada x*:
™" =(1—ia,P?)x" =T(a)x" (1.64)

em que é possivel demonstrar que as condigdes de grupo aplicadas em 7T'(a) sao validas.

Desta forma, a algebra dos geradores do grupo de translagoes é
[Py, P)] =0 (1.65)
denotando ser um grupo abeliano ou comutativo.

Grupo de Poincaré
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Conhecidas as quantidades conservadas para translagoes e rotacoes, teremos que o
grupo de Poincaré tera dez geradores que sao interpretados fisicamente como quantidades
conservadas em transformacoes infinitesimais, das quais teremos quatro para translagoes,
que sao energia e momento, trés para rotacoes, que é o momento angular e trés para os
boosts. Desta forma, o grupo de Poincaré é definido por uma matriz que reine as trans-
formagoes de rotagoes e boosts, mais as transformacoes de translagoes (BOGOL@BOV et
al., 1990):

" = Ao + o (1.66)

sendo, assim, um grupo de dez dimensdes (reais), onde A é a matriz de transformagao
de Lorentz e a* é o parametro infinitesimal das transformacoes de translacao. Podemos
tomar como parametro real da vizinhanga de uma identidade, a matriz 4x4 antissimétrica

w’ . de maneira que os elementos do grupo sao definidos por:

1
b =exp (ﬁwuy/\/{uu> (167)

onde M, s@o os geradores do grupo (rotagdes e boosts) que sao antissimétricos em e v
pois uma parte simétrica nao contribuiria na contracao de M*”. Esse gerador ¢ definido
a partir dos geradores de rotacao L;;, em que yp =7 e v = j, e os geradores de boosts, K,
em que =1 e v = 0. Assim, temos que para os geradores Mg, Moo, Moz, Mia, Mis

e Mos:

0 — 0 0 0O 0 — 0 0O 0 0 —2
— 0 0 0 0 0 O 0O 00 O
MOl - P MOQ - P M03 =
0 0 00 —i 0 0 0 000 0
0 0 00 00 0 0 —i 00 0
0 0 00 000 O 00 0 O
0 0 ¢ 0 000 — 00 0 O
M12 = R M13 = 5 M23 =
0 — 0 0 000 O 00 0 =2
0O 0 00 02 0 O 00 — 0
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A exemplo do que foi feito em rotagoes e boosts, podemos reunir essas matrizes

na representagéo escalar e escrever:

M, =i(z,0, — ©,0,) (1.68)

em que para todas as combinages possiveis de pu e v (para p # v) teremos os escala-
res (1.31) e (1.56). Além disso, sendo o operador momento definido como P* = i0,,

€screvernos:

M, =z,P, —z,P, (1.69)

Partindo desses resultados, a algebra do grupo de Poincaré, que é a dlgebra de

Lie, cuja representagao de grupo é SO(1,3), tem relagoes dos comutadores dado por:

[Muua Pa] = i(QuaPu - g;wpu) (1.70)

ou em uma forma mais geral, o comutador dos geradores de rotacgoes e boosts, juntando

com a comutacao acima, fornece:

(M, Magl = i(guaMyup — Gus Moo + GuoMue — GupM o) (1.71)
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Em suma:

Vimos que transformacoes infinitesimais podem ser definidas em grupos que obe-
decem a dlgebra de Lie, cujos geradores infinitesimais, na condi¢ao de serem invariantes,
sao as quantidades conservadas que sao correspondentes a uma lei de conservagao. Orga-

nizando os resultados obtidos, teremos:

Transformacoes Invariancia Algebras Geradores/Grand.
Infinitesimais respectiva Conservadas
Translagoes Invariancia do [P*, PY] =0 pt =10,

tempo e do momento

Rotagoes Invariancia de (L, L;] = €ju Ly L=—i(rxV)
rotacoes

Boosts Invariancia de (K, K| = —ei Ly, CM =1tV — 7E
Boosts

Vimos que o grupo de translacoes ¢ um grupo abeliano, enquanto que o grupo de rotagoes
¢ um grupo nao-abeliano. O grupo de Lorentz é o grupo das rotacoes mais boosts, pois a
algebra do comutador dos geradores de boosts nos da elementos de grupo de rotagoes. De
uma forma mais abrangente e por compactagao desse estudo, temos o grupo que abrange

todas as transformagoes anteriores, o grupo de Poincaré, um grupo nao-abeliano.

Desta forma, foi denotado a relacao fundamental das invariancias/simetrias pre-
sente em um sistema fisico com as quantidades conservadas. O Teorema de Noether ira
esclarecer essa relacao fundamental de forma quantitativa. Antes de mostrar as mes-
mas quantidades conservadas por meio do teorema de Noether, é necessario preparar o

caminho para os nossos objetivos.
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Capitulo 2

Mecanica Classica

Antes de tratarmos a Teoria de Campos Cléassicos propriamente dita, é necessario
realizar uma breve revisao de toda a mecanica classica, abordando os formalismos newto-
niano, lagrangiano e hamiltoniano. De forma didatica, os formalismos serao introduzidos
em forma de dois postulados fundamentais, a funcdo posicdao, que fornece o estado fisico
de um sistema, e a equacdo dindmica, que rege a dinamica de um sistema. Além desses
topicos, a introducao de novas ferramentas matematicas também sera necessaria para o
desenvolvimento nao sé dos formalismos, como também do objetivo principal deste tra-

balho.

2.1 Formalismo Newtoniano

O formalismo Newtoniano trabalha com situagoes fisicas de trajetéria e de in-
teracao entre pares, por meio da introducao de conceitos de forca F' e momento p. Uma
particula de massa m disposta no espaco euclidiano em um dado instante pode ser descrito

vetorialmente por,

7(t), (2.1)

denominada func¢ao posicao, a partir da qual, pelo calculo diferencial, ird nos fornecer
todas as quantidades fisicas associados a sua evolugao dinamica, velocidade e aceleragao
e, consequentemente, o momento e a forga associados a particula. Sendo assim, (2.1) é

uma quantidade fundamental da mecanica newtoniana.
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Toda a mecanica newtoniana se embasa em tres leis, conhecidas como as trés leis
de Newton, as nos ateremos nas duas primeiras leis. A primeira é o Principio da Inércia,
o qual afirma que se a soma de todas as forcas sobre um corpo ¢é nula, o momento linear

p serd preservado. Nas palavras do proprio Newton(NEWTON, 1999)

“Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movimento uniforme
em uma linha reta, a menos que seja forcado a mudar aquele estado por for¢as

aplicadas sobre ele.”

o momento representa o estado movimento, dado por mv. Uma vez que o momento do
corpo varia temporalmente, isso implica que a forca resultante nao é nula. Introduz entao

a segunda lei de Newton, concebida como a Equac¢ao fundamental da Dinamica, que diz

“A mudang¢a de movimento € proporcional a forca motora imprimida, e €

produzida na direcao de linha reta na qual aquela forca é aplicada.”

essa lei diz que a taxa de variacao do momento linear no tempo é a forca F. Assim,
escrevemos
= dp d*r
F=—=m—
dt dt

(2.2)
em que o Ultimo termo d?7/dt* = a@. Esta é a equacao que rege a dindmica no formalismo
newtoniano, e ¢ com ela que é possivel determinar a aceleragao, momento e a posicao

(2.1). A terceira lei é o Principio da A¢do e Reagao, que diz que para cada forca aplicada,

hd uma reacao de igual intensidade e de direcao oposta.

O formalismo newtoniano, entretanto, demonstra dificuldades para sistemas de
muitas particulas, e o seu tratamento se torna complicado, mas que ainda é vélida (MA-
RION; THORNTON;, 2004). Dessa forma, uma maneira mais simplificada de tratar esses
casos serd levar em consideracao o nivel energético do sistema. Os formalismos que de-
sempenham esta andlise sao os formalismos lagrangiano e hamiltoniano, e suas equacoes
dinamicas, analogas a segunda lei de Newton, sao obtidas a partir do principio de Hamil-

ton, os quais serao 1teis para os nossos objetivos.

25



2.2 Calculo Variacional: Principio de Hamilton

O calculo variacional estabelece uma das pontes mais importantes da Matematica
com a Fisica, e resulta em uma das contribuicoes mais fundamentais para a fisica, o qual
é o principio de Hamilton, de tal forma que grande parte da Fisica classica emerge desse
principio. E provavel que o problema motivador que originou o calculo variacional tenha
sido o braquistocrona, que consiste em determinar o trajeto de menor tempo para uma
particula massiva sujeita a um campo gravitacional realiza. A responta é contraintuitiva:
um trajeto em forma de cicloide (NETO, 2011). E com base em valores méximos e

minimos ao qual uma fungao possa assumir em que o calculo variacional é feito.

Seja a funcao F' que depende da variavel x e de outra funcao que também depende
de z, y(z) e de suas derivadas. Nos ateremos apenas ao caso de derivadas de primeira

ordem

F=F(y(),y(=)y),) (2.3)

a integral de caminho dessa funcao entre dois pontos é dado por I, que nao depende da
variavel de integragao, mas das fungoes y(x). Esse é o ponto determinante que diferencia

do Céalculo usual
b
I= [ Fly).y/@).a)ds (2.4)
Desta forma, para cada y(x) a integral I tem um valor, definido como I = I[y]. Lé-se que

I ¢é funcional de y.

9(x)
o

9(x)+89(x)

X

Figura 2.1: Ilustracao da derivada funcional do funcional F'(¢) (GREINER, 2013)

Para que fungao y(z) I é extremo (méximo ou minimo)? Isto é, para que funcao

a variavel da funcao é nula, 6 = 0. De forma andloga ao calculo diferencial, teremos que

olly(x)] = Iy(x) + oy(x)] — Iy(z)] (2.5)
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Para um caso mais simples, F[y(x),z], teremos que, usando a defini¢ao (2.4)

b b
S1IF ()] = [ Flota) + dy(o)ds — [ Fly(o)ds 26)
que pode ser escrito como: .
M:/a dx(;—géy (2.7)

Para o caso de Fly(z),y'(z), z], teremos que

oI = /ab <i—§5y + ?—géy’) dx = /ab (i—:};éy - %?—5@) dx (2.8)
qual é a equacao que Euler obteve em 1744, que representa a condigao de x entremo para
I.Ea equagao base do formalismo lagrangiano, por isso o nome de equagao de Euler-
Lagrange. Dentro disso, o funcional F[y(x)] que nada mais é que um mapeamento de
um espago linear normalizado, o espago de Bannach, M = {¢(x) : x € R} para um corpo
de numeros reais e complexos, F' : M — R ou C (GREINER; REINHARDT, 2013). A

quantidade 6 F/dy(z) pode ser definida de modo andlogo ao célculo diferencial por meio

de um limite (GELFAND; FOMIN, 2000):

0Ffy(@)] _ . Fly(@) +edz — 2')] — Fly(z)]

Sy(@) e : 29

A quantidade §(z — ') é uma delta de Dirac, em que a varidvel x é filtrada para um ponto

de sua coordenada, x = x'.

Introduzida os fundamentos do calculo variacional, o Principio de Hamilton sera
agora explanado. Seja um sistema cldssico no instante t;, caracterizado por N graus
de liberdade!, o qual nos d4 as coordenadas generalizadas e velocidades generalizadas,
formando o chamado espaco de configuracao. Os graus de liberdade N podem ser repre-
sentados genericamente por:

essa notagao se demonstra ser mais conivente para tratamentos de problemas fisicos com-
plicadas (SYMON, 1996). Sendo assim, podemos expressar que no instante ¢;, temos que

as coordenadas generalizadas e velocidades generalizadas sao, respectivamente, ¢;(t1) e

IGraus de liberdade é um termo que se refere as minimas possibilidade do estado fisico de uma
sistema/particula, o qual é relacionado , para cada diregao possivel, a posigdo e movimento.
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Gi(t1). Seja f uma fun¢ao que depende de ¢;(t) e de ¢;(t):

f:f<q1a--'7qN7Cj7"'7QN7tl)> (211)

ou em uma forma mais compacta

Esse sistema, dado por esta funcao, evolui temporalmente para o instante t,, mudando
sua configuragao para ¢;(t2). Para determinar a dinamica dessa nova configuragao, o que
seria anteriormente pela segunda lei de Newton, para uma formulagao mais geral, agora

sera pelo principio de Hamilton.

Na Fisica, temos que a dinamica de uma funcao pode ser descrita pelo o que é
denominado de Acao Classica, representado por S. em que é um funcional escalar. O
Principio de Hamilton estabelece que essa agao deva ser tornado extrema pelo movimento,
e que deve ser minima (O principio de Hamilton também é conhecido como principio da
minima Acao). Desta forma, a trajetéria classica é para qual a A¢do é estacionéria, em

termos de andlise funcional, é escrita:
05 =0 (2.13)

Aplicando na funcao do sistema (2.13), que carregue as informagoes de um sistema fisico,

a acao nessa funcao ¢é dada por:

S:/2dtf(q,q,t) (2.14)

t1

onde f(q,q,t) é uma funcao qualquer que carrega as informagoes do sistema a respeito

das coordenadas generalizadas ¢, velocidade ¢ e do tempo.

Em tratamentos envolvendo particulas em interacao, na condicao de que essa
particula seja nao-relativistica, sendo a mecanica newtoniana vigente, teremos resultados
interessantes. A acgao de uma particula com energia cinética K e energia potencial V' nao

definida é dado por:
to
S - / (K — V)t (2.15)
t1
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O integrando acima é uma definicao energética de Lagrange. Aplicando o Principio de

Hamilton, tem-se que o resultado obtido é a equagao fundamental da dinamica de Newton

to 1
(5/ (—mq2 — V(q)> dt = 0
t1 2
ov

mi =~ (2.16)

em que mg ¢é a forca resultante e dV/Jq é a forca associada ao potencial. Um caso mais

simples seria o da particula livre, em que teremos apenas a energia cinética K associada.

1 2
5<—m/ q2dt> =0
2 4

i =0

Teremos que

g = constante (2.17)

obtendo um resultado esperado para uma particula livre, consistente para sistemas conser-
vativos e com a primeira lei de Newton. Em suma, essa formulacao é mais fundamental,
de maneira que pode-se dizer que boa parte da fisica classica emerge do principio de

Hamilton, incluindo o formalismo newtoniano.

2.3 Formalismos lagrangiano e hamiltoniano

No formalismo lagrangiano, de forma andlogo a funcao posicao do formalismo
newtoniano, as informacoes contidas nesse sistema sao dadas pela funcao de Lagrange,
dada por:

L=1L(qq,t), (2.18)

onde ¢ sao as coordenadas generalizadas, ¢ é a derivada primeira das coordenadas e t é
o tempo. A funcao lagrangiana é dada pela subtracao das energias cinéticas e potenciais
associadas ao sistema

L=K-V (2.19)

A descrigao dinamica pelo formalismo emerge da aplicagao do principio de Ha-
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milton, ou seja, da acao classica na funcao de Lagrange

S= / * HL(g.01) (2.20)

t1

Dessa forma, todas as maneiras que o sistema tem para evoluir entre os instantes ¢ e to,
segue justamente aquela que corresponde a a¢ao minima, pela equagao (2.14). Aplicando

a o principio de Hamilton

[2)
55:/ dtSL(q, . 1) (2.21)

t1

em que, usando a definicao do calculo variacional para L, fica

08 = /Z(aL 8L )dt (2.22)

Usando ¢ = dq/dt, e notando que a derivada temporal comuta com a varia¢ao funcional

delta, teremos que:

55:[12

oL 0L dg
dt
( 4t 55 )

dt

oL _ . dLd(5q)

)
B—S(sw - (gLa ) o (Zg) 5q] dt (2.23)

Reagrupando os termos, temos que

to N aL to
5= 3 (30~ dvog,) 00+ Z i(gm)e e

No 1ultimo termo teremos duas operacoes inversas, e a quantidade ¢ nula pelos limites dos

extremos que a varia¢do funcional pode assumir, dq¢;(t1) = d¢;(t2) = 0.

ta N N
2 OL dOL OL
552/ < - — ,)5dt+ (—6)
t 121 dg;  dtOqg; 4 ZZ1 dq K

Desta forma, o ultimo termo serd nulo. O integrando do primeiro termo deve ser igual a

dq(t2)

(2.25)

dq(t1)
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zero, para que a variacao funcional da agao seja nula:

N
oL d oL
55:0:;@%_%3%):0 (2.26)

Considerando que o sistema tenha as coordenadas generalizadas independentes, ou seja,

sem vinculos, a expressao vai ser escrita como

oL d oL

dq; dtdq

(2.27)

que é a equacao Fuler-Lagrange, que rege a dinamica no formalismo lagrangiano. Substi-
tuindo a funcao L pela definicao de uma particula, chegaremos na segunda lei de newton
(2.17). Usando a defini¢do da particula livre, é obtido a equagao (2.18), cuja velocidade
é constante. Essas aplicacoes validam nao s6 a equacao de Euler-Lagrange como também

o principio de Hamilton para a mecanica newtoniana.

Sendo a funcao de Lagrange dependente de ¢, ¢; e do tempo ¢, as informagoes de
um sistema fisico de posi¢ao e movimento s6 serao conhecidas desde que se conheca as
coordenadas generalizadas, e por meio delas é possivel se chegar na aceleracao generalizada

¢;- De mesmo modo, por meio da ¢;, obtém-se 0 momento generalizado p;, dado por

oL
i = A 2.28
P g (2.28)
de maneira que, substituindo na equacao de Euler Lagrange, teremos
oL
) = 2.29
b= 5, (2.29)

Partindo do diferencial total da funcao de Lagrange, que depende de ¢, ¢ e por

vezes do t, tem-se que

dL i(aquZ M@) oL

dt \ g dt ' 0g; dt ot
N
oL oL oL
dl = g+ 22dg | + ==t 2.30
(0qiq+8qiq)+3t (2:30)

i=1
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utilizando as defini¢es (2.28) e (2.29),

al oL
;(p ¢i + Piddi) + = (2.31)
Como pdq pode vir de uma diferencial do produto, d(p;q;), ou seja, d(p;g;) — ¢ipi, escre-

vemos

dL =" [pdg; + d(pg) — qp] dt (2.32)

i=1
Apoés algumas manipulagoes algébricas, obtemos
N N oL
(;qp (qp)> ;(qp pidg:) — — (2.33)
A quantidade do lado esquerdo da equacgao é o hamiltoniano, que estda em funcao de g e

de p.

N
Zpiqz‘ — L(g,¢,t) = H (2.34)
i=1

Nota-se que essa quantidade vem da transformada de Legendre, onde a funcdao de Hamilton
H(q,p) é promovida a fungao de Lagrange L(q, ). Agora que o lado esquerdo de (2.34)
depende de ¢ e de p, podemos escrever o diferencial de H(q, p):

N
oH oH oH
i=1 v

Comparando a equagao (2.34) com (2.36), teremos as equagoes de Hamilton:

i = gZ (2.36)

pi = —gl: (2.37)
além da equacao

ooz (2.38)

E possivel obter a definicado de energia da hamiltoniana andloga a definigao
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energética de Lagrange (2.19) a partir do problema fisico do MHS e usando para ¢ = p/m:
H=K+V (2.39)

Para mostrar que o formalismo hamiltoniano emerge do principio de Hamilton, invertendo
a definigdo de Hamilton (2.34) de modo que seja escrito como ¢p — H(q,p) e usando em

(2.13), obteremos as mesmas equagoes dinamica de Hamilton de (2.36) e (2.37):

/dt5(4p—H(q,p)) =0

. OH . OH

as quantidades dos integrados sao as equagoes de movimento do formalismo hamiltoniano.
A garantia que essas equagoes descrevem uma evolucao classica é a equacao de Euler-

Lagrange que foi utilizada no desenvolvimento das equagoes.

Exemplo: Cristal Unidimensional Classico

Uma aplicagao pratica dos formalismos da mecanica cléassica ja apresentados para
andlise e descricao de problemas fisicos ¢ o exemplo do cristal unidimensional. Supoe-se
um sistema finito de n particulas de massas iguais acopladas entre si por molas cuja
constante k£ é a mesma para todas. O sistema esta configurado de forma a ficar disposto

em cadeia no eixo x, espacados por uma distancia média de equilibrio a:

Pelo formalismo newtoniano, esse sistema em cadeia pode ser expressa pela
equagao que rege a dindmica do sistema (2.2). Sabendo que uma vez conhecida a forga,
é possivel obter as informacoes de posicao e de momento associados ao sistema. Pela

equacao resultante temos

5 N

dP - ~

== E Fyj+ EFc™ (2.41)
=1,

tomando uma analise a partir de uma particula 5 do sistema, sendo este um indice lo-

calizador, o qual exerce e também sofre uma forca com particulas vizinhas, sendo esta a
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interacao aos pares. Esse sistema, por sua vez, sofre a acao de forcas externas, que pode-
mos interpretar como sendo a soma total das interacoes entre pares das demais particulas

da cadeia.

Pela definigdo da lagrangiana (2.19), o nivel energético de uma particula do sis-
tema ¢é dado por:
1 5, 1

L;,= §m(j - §k<Qj+1 — ;) (242)

onde o primeiro termo e segundo termo da parte direita da equacao sao, respectivamente,
a energia cinética e a potencial (do tipo eldstico). Se quisermos escrever o sistema pela

hamiltoniano, basta aplicar em (2.39)

p2 1 2
H=¢p— L=+ 1k 92.43
qp 5+ okd (2.43)

mas para o tratamento deste problema fisico, o formalismo lagrangiano é mais apropriado.
Como a equacao (2.42) é de apenas uma particula de um sistema de n particulas, a

lagrangiana total é dado pela soma da definicao de cada particula deste sistema:

Lo= YLy = 3 | gt = ke — 0 (244
7j=1 J=1
Pela equacao dindmica do formalismo lagrangiano (2.27), obtemos a equagao de

movimento do sistema:

an —k (qn—i-l + qn—1 — 2Qn) = 07 (245)

onde n = 1,2,...,N. A solucao da equacao tem por ferramenta matemaética a série de
Fourier discreta, que consiste em escolher novas coordenadas que desacoplem o sistema
de equacoes diferenciais, fornecendo o comportamento individual de cada particula do

oscilador harmoénico (GREINER; REINHARDT, 2013).

Podemos tomar um limite continuo da equacao (2.45), tomando a distancia média
das particulas tendendo a zero, a — 0 e o nimero de particulas tendendo ao infinito,
N — oo, passando de discreto para o continuo, e que a funcao pode ser expressa da

seguinte forma

qn(t) = o(z,1) (2.46)

que ¢ a funcgao continua do sistema que agora é denominada campo classico, contendo
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toda as informagoes do sistema. Com os limites impostos de a e N e utilizando agora a

funcao continua no lugar de g, obteremos uma equacao conhecida, que é

SR ) m/k =1/v* (2.47)

ou seja, o comportamento do sistema obedece a equacgao d’Alembertiano, mais conhecida
como a equacao de onda. Exemplos de campos relativisticos na Fisica sao os campos
elétrico e magnético. Percebe-se que o ato de generalizar o caso de osciladores discretos
para o caso continuo nos levou para uma frente de estudo mais abrangente da Fisica,
o qual é a Teoria de Campos. Veremos o continuo para os formalismos lagrangiano e

hamiltoniano, importantes para o prosseguimento do trabalho.
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Capitulo 3

Teoria de Campos

Antes de definimos a Teoria de Campos, podemos comecar primeiramente defi-
nindo o conceito de campo na Fisica para facilitar o entendimento, para depois adentrar
na teoria com mais clareza. Um campo fisico que pode ser representado por valores ma-
tematicos de escalar, vetor ou tensor, fornecendo caracteristicas ou informagoes intrinsecas
ao campo, de maneira que a identifique. Para um ponto de vista matemaético, para um
campo escalar, ¢ um conjunto de vetores dispostos em um espacgo, onde em cada ponto do
mesmo tem-se vetores associados a ela, com direcao e sentido préprios. Na perspectiva
fisica, é definido como atribuigoes de uma quantidade ou grandeza fisica associada a todos
os pontos do espago e do tempo (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2008b). Um bom
exemplo é o escoamento de um fluido através de um tubo, onde em cada ponto ha uma

velocidade de escoamento associada.

A Teoria de Campos estuda como as descri¢coes dos chamados campos fisicos
interagem com a matéria. Historicamente, as primeiras teorias de campo foram a teoria
da gravitacao de Newton e as equacoes de Maxwell, bases do eletromagnetismo. No
eletromagnetismo por exemplo, uma particula carregada exerce no meio externo o campo
elétrico, interagindo com as demais particulas, atraindo-as ou repelindo-as. Esses campos
citados sao exemplos do que é chamado de Teoria de Campos Classico. O termo classica,
rotineiramente concebida como toda a formulagao da fisica pré-1900, se refere a toda fisica
nao-quantica. Dessa forma, todas as situacoes fisicas nao-relativisticos e relativisticas

estao compreendidas na Teoria Classica de Campos.
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Nos atendo um pouco a fisica relativistica, a publicacao do artigo da teoria da
relatividade especial de Einstein, em 1905, fez com que fosse necessario revisitar toda a
fisica pré-1900 sob essa nova perspectiva. Nos campos fisicos nao foi diferente. Como
o tempo é agora uma coordenada e nao mais um parametro como era antes, os valores
atrelados a cada ponto do espaco dependem dela. Nessa nova formulacgao, levou fim um
dos entraves da fisica deterministica de fazer valer a covariancia das leis fisicas como
fator validador da teoria eletromagnética, estando de acordo com o primeiro postulado da

relatividade (TIPLER; LLEWELLYN, 2014).

As Teoria Classica de Campos é comumente-mente expressa matematicamente em
fungoes lagrangianas (MARION; THORNTON, 2004). Esta func¢ao, quando submetida
ao principio da minima agao, nos da as equagoes de campo correspondente e uma lei de
conservagao atrelada a ela. O conceito de campo é comumente utilizado nos estudos do
eletromagnetismo e gravidade, duas das quatro for¢as fundamentais da natureza. Esse
sao os campos mais simples do tipo vetorial, definidos para o campo classico. Indo um
pouco mais além, a Teoria de Campos Quantico ¢ a combinagao da mecanica quantica
com a relatividade especial (SCHWARTZ, 2014), em que os fendmenos quanticos, serao

analisados na perspectiva relativistica, em regimes de altas velocidades.

3.1 Passagem para o Continuo

Para introduzir alguns aspectos basicos associados a evolucao dinamica dentro da
teoria de campos, partiremos da mecanica classica para promover as quantidades discretas

para continuas, adentrando no Campo Cléssico (NETO, 2017).

Tomando como exemplo uma malha de cristal de NV particulas generalizado para 3
dimensoes e tomando uma parte deste sistema com 4 particulas serd dado por um volume
AV = a3. A lagrangiana desse sistema contém um grau de liberdade associado a cada

eixo, L = (q1,42,93,41,G2,¢3). A lagrangiana total do sistema pode ser dado em uma
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forma mais compacta como
N
L= Lig.d) (3.1)
i

onde j = (1,2,3), de acordo com o espaco em que estd inserido. O somatério indica que

o sistema é discretizado.

Partindo da premissa de que os limites da distancia a entre suas particulas tende a
zero e o numero de particulas N tende ao infinito, a — 0 e N — oo, teremos que o volume
tendera a zero, AV — 0, passando a ser um sistema continuo. Nessa nova perspectiva,
nao sera mais a coordenada que carregard a informacgao do sistema, mas a varidavel do
campo ¢(7,t), onde a informagao contida carrega informacgoes do espaco, ¥ = (z,y, 2).
Partindo de

(

J

>0 L{gj,45) N
L= A—VjAV; Si=1 (3.2)

\Aijdv

onde para dv, pela notacao indicial, teremos que dv = d3z. Nota-se que a derivada parcial

leva pu que é up = 0,1,2,3. Desta forma, a lagrangiana do sistema, agora continua, sera

dada por(SCHWARTYZ, 2014)

L= / * BeL(6.0,0) (3.3)

t1

onde L é a densidade lagrangiana, nao tem dependéncia explicita do tempo e a integral é
sobre todo o espaco. Resumidamente, o indice discreto 5 da mecanica classica, dara lugar

ao continuo, dado pelo indice x*.

q;(t) = (1) (3.4)

a qual pode ser tomada como sendo a extensao continua das coordenadas normais, onde

x é uma varidvel continua que carrega a posi¢ao e o instante de um ponto, z* — (Z,t).
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A acao cléassica da densidade lagrangiana é, portanto

_ /: dt / PaL(6,0,0) (3.5)

Sendo o tempo uma dimensao, pela notagao indicial, a acao classica pode ser escrita como

S— / * e L(6,0,0) (3.6)

t1

onde d*z = dtdxdydz. Para chegar na equacao dindmica para o formalismo lagrangi-
ano para campos, seguiremos os mesmos passos na mecanica classica. Sendo a evolugao

dinamica da equacao descrito pelo principio de Hamilton, 45, temos que
0S = / d*zo L

[t (S50 + s 0,0)) (37)

No segundo termo da equagao, a variagao funcional permuta com a derivada, 6(9¢) =
9(0¢), uma propriedade do célculo variacional em que o caminho tomado pela fungao £
nao depende da variavel que no caso é x*. Teremos uma quantidade multiplicada com a

derivada de outra quantidade, e podemos obter esse resultado utilizando a derivada do

oL oL
6S = [ d'z |==6¢+ 0, 4] o :
[ |G+ (g55%) -0 (75) ) 3
Reorganizando os termos
B 4 0_£ 5 0c 4 oL
s = fau(; a“aam) o+ [ dad, (aauqb) 0
B 4 8_£ 5 0c oL
= [ (5 - onamg) o0+ [ oo

oL oL
/d4x <a—¢ - a“aauqs) 5o (3.9)

No tiltimo termo na pentiltima linha foi usada o teorema de Gauss® em que pelas condicoes

produto

10O teorema de Gauss consiste na igualdade entre a integral de volume para um divergente de uma
fungao com uma integral de superficie, em que, aplicando nesse caso, podemos enunciar

4
/Rd 20y (88H¢5¢) /Z doy, (08H¢5¢) (3.10)
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de contorno, d¢(t1) = d¢(ts), essa quantidade se anula. Lembrando que a variagao fun-
cional da acao é, pelo principio de Hamilton, igualada a zero, e que para que isso seja

verdade, a quantidade de dentro do parentese deve ser zero

oL oL
7%~ (a5) =0 .

chega-se na equagao dinamica do formalismo lagrangiano, a equacao de Euler-Lagrange

para campaos.

Para o formalismo hamiltoniano, de forma andloga ao lagrangiano, na passagem
da mecanica do discreto para o continuo, teremos a densidade hamiltoniana, que é dada
por

to
H = / >z H (3.12)
t1

ou simplesmente hamiltoniana, por brevidade. Tendo a generalizacao da quantidade dis-
creta ¢; promovida para uma varidavel continua ¢ de campos, (3.4), introduzimos para o

formalismo hamiltoniano o momento canoénico conjugado para ¢(7,t)

oL
w(rt) = — (3.13)
9¢
e que, substituindo na equagao de Euler-Lagrange
oL
T = — 3.14
=5 (3.14)

Desta forma, podemos escrever, seguindo os mesmos passos do caso discreto, o hamilto-

niano via transformada de Legendre, dado por
H(p,m) = dm — L (3.15)

Diferentemente do caso discreto, sendo o céalculo variacional o usual para campos, para
obter as equagoes de Hamilton para o caso continuo, partiremos da acao da Lagrange

(3.7) mas nos ateremos apenas na variacao dela, §.L:

_ [ _ 1, (L5 9L
(5S—/d$(5£ - /dx<a¢5¢+8¢5¢)

_ / d' (#00 + 764) ) (3.16)
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Na tltima passagem foi feita substituicdes com as definicoes (3.13) e (3.14). Para md¢

podemos usar de um andlogo da derivada do produto para o cédlculo variacional, ou seja

§(7d) = ¢pdm + wdp. Assim

/ Aol = / diz <7'r5¢ + () — gz;(sw)

(3.17)

Reorganizando, teremos que no lado esquerdo da equacao temos o hamiltoniano escrito

pela transformada de Legendre dada em (3.15)

/ d'zd(nd — L) = / <¢357r _ msqs) d'e
/ daoH = / (@sw . 7'?(5¢> d'z

Realizando o calculo variacional éH pela definicao,

OH OH
4 4
/dfné?{ = /d:c(a(b&b—i-aﬂdﬂ)

_ / 4z (¢357r _ 7'r5¢>

Organizando os termos por fator comum

/d"‘x (%—Z—i—?’r) 0¢ +

0s quais sao as equacoes dinamica do formalismo Hamiltoniano para campos.

oH

Como d¢ e i sao arbitrarios e independentes, a eq. (3.20) implica em:

on

om

_OH
¢

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Desta forma, foram definidas as densidades dos formalismos e as suas respectivas

equagoes dinamicas, as versoes relativisticas das equacoes da mecanica cldssica. Onde as

variaveis das fungoes eram discretas, agora, na Teoria de Campos propriamente dita, sao

continuas.
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3.2 Campos Classicos

Apos abordar no primeiro capitulo a mecanica classica, juntamente com a acao
classica, principio de Hamilton e o calculo variacional, foi feita neste capitulo a passa-
gem da mecanica classica para o continuo, introduzindo desta forma a teoria de campos.
Agora veremos as aplicacoes da teoria de campos para a Fisica, serd introduzido de forma

breve os campos fisicos em que os formalismos de campo se aplicam e o elas descrevem

dinamicamente (GOMES, 2015).

Os campos fisicos podem ser descritos por densidades do lagrangianos, que tomam
forma de acordo com o campo classico. Podemos citar os principais campos classicos que
regem determinados comportamentos de particulas: o campo escalar, o campo vetorial e
o campo espinorial. Cada campo sera apresentado mostrando as densidades de Lagrange

com as respectivas equacoes dinamicas obtidas pela equagao dinamica de Euler-Lagrange.
Campos Escalares

Os Campos Escalares, ou campos bosonicos, sao os campos que descrevem oS
boésons, que nada mais sao que particulas de spin, que no caso de Klein-Gordon é de spin
igual zero. Serao apresentados para dois casos particulares com respeito ao valor de carga

e da massa do bdson, comecando pelo caso mais simples de campo.
a) Campo Escalar Real

O campo Escalar Real é o campo de Klein-Gordon neutro, que descreve particulas

bosonicas descarregadas, cuja densidade lagrangiana é
1 1 5.5

que pela equagao de Euler-Lagrange (3.11), nos fornecerd a equacao de Klein-Gordon, que

descreve a dinamica dos pions de spin 0,

(O+m*)e =0 (3.24)
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b) Campo Escalar Complexo

A forma complexa dessa equacgao é o campo Escalar Complexo, ou campo de
Klein-Gordon carregado, que descreve a dinamica de particulas bosonicas carregadas,

cuja densidade Lagrangiana

L=0,0"0"p —m>*¢*p (3.25)
que nos fornece as equagoes dinamicas que sao
(O+m*)p=0 e (O+m?)o*=0 (3.26)
Campo de Maxwell

O campo Vetorial é o campo que descreve os fétons, por isso é também chamado

de campo eletromagnético ou Campo de Maxwell. A densidade de Lagrange é dada por

1
L= —FuF" (3.27)

onde F* é o tensor de Maxwell, que fornece as equagoes de Maxwell.
Campo de Dirac

O campo espinorial é o mais complicado dos demais campos, pois generaliza o
conceito de vetores e tensores para os complexos. O exemplo mais proeminente do campo

de espinorial é o campo de Dirac, cuja densidade Lagrangiana do campo de Dirac é

£ =3 (i7"0, —m) ¥ (3.28)

A equacao dinamica do campo de Dirac descreve o comportamento dos férmions, que sao

as particulas massivas de spin 1/2.

3.3 Campo Escalar Real de Klein-Gordon

O campo que nos interessa é o campo escalar real, descrito pela equagao de Klein-

Gordon. Para introduzi-lo de forma didatica, comecaremos por sua motivacao histérica.

43



Sendo a equacao de Schrodinger da mecanica quantica a descricao da probabilidade de
uma particula, Oskar Klein e Walter Gordon propuseram em 1926 a descrigao de uma
equacao de onda relativistica de uma particula livre, iniciando pela primeira quantizacao

das grandezas fisicas da energia relativistica (NETO, 2017; GREINER et al., 2000)

E? = p* +m? (3.29)

lembrando que sera adotado para as constantes fisicas as unidades naturais. Substituindo
na equacao dos autovalores na forma quadratica e quantizando as quantidades fisicas do

momento e energia, teremos que

201

202 2\, _ 29" ¥
(=*VP+m?) Y =i o7 (3.30)
e apos algumas manipulacoes algébricas obtemos
(O+m?) =0 (3.31)
onde,
-

chegando na equacao de Klein-Gordon, a versao relativistica da equacao de Schroendiger.
E verificavel que a equagao é covariante pois carrega consigo a invariancia de lorentz, além
de que é uma equagdao de onda cldssica (junto com o termo temporal estd 1/c¢* que foi

suprimido pelo uso das constante universais).
Solugao para Particula Livre

Tratando a equagao de Klein-Gordon para o caso da particula livre, com o po-
tencial nulo V(z) = 0, para a solugao utilizamos a transformada de Fourier inversa dada

por

ve) = [ (%e%@) (3.33)

teremos que sua solugao para particula livre é da forma (GREINER et al., 2000)
1 i 0 v,
¢ = exp —ﬁpux“ = exp —ﬁ(pox —pr) | = exp %(px — Et) (3.34)
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de maneira que, substituindo a solugdo de onda na equagao de (3.31), teremos que

E = £+/p*+m? (3.35)

Vemos que a equacao de klein-Gordon preve estados de energias positivas e negativas,
diferentemente da equagao de Schroendinger, que prevé apenas energias positivas. Para
uma particula livre, a ideia de energia negativa nao faz sentido. A interpretacao fisica

para os estados de energias negativas é a existéncia das chamadas antiparticulas.
Equacao da Continuidade

Agora, o préximo passo é definir a densidade de probabilidade da equacao, para
verificar se a equacao obedece a equacao da continuidade dada a seguir

9p

5 T Vi=0 (3.36)

Multiplicando a equacao de Klein-Gordon pela funcao de onda conjugada 1% e igualando
com a equagao de Klein-Gordon carregada (3.26)? e multiplicando pela fungio de onda v

teremos que

(04 m*)y = (0 + m?)p* (3.37)

Voltando para o d’Alembertiano para notacao de covariancia [0 = 9,0, e que apds

algumas manipulacoes algébricas teremos que
Op(Y* 0" — p"y™) = 0 (3.38)
definimos a quantidade entre paréntese como a densidade de corrente j*, assim
Ougt = (3.39)

e que,
10
I = G (W0 — ) (3.40)

o termo ih/2m foi multiplicada para que a densidade de corrente seja dimensionalmente

coerente com a probabilidade (1/em?). Abrindo tanto a derivada covariante 9, quanto a

2A motivacao da igualdade das equacoes de Klein-Gordon neutro (3.24) com a carregada (3.26) é que
ambas sao nulas.
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derivada contravariante O* por suas defini¢oes, teremos

m

h —ih , ,
0 | gy (00— wa%*ﬂ +0, {2’ (V' 9" — p'v") | =0 (3.41)

comparando com a equagao de continuidade (3.36) definimos que a densidade de proba-

bilidade p é
R
p= o (U0 — 'y (3.42)

2m
Essa expressao apresenta um problema por ter a derivada de segunda ordem no tempo.
Em determinados instantes, ¢ e 0% assumem valores arbitrdrios, podendo ser positi-

vos e negativos. Assim a funcdo p nao pode ser interpretado como uma densidade de

probabilidade.
Limite Nao-Relativistico

Apoés partir da equagao de Schroediger para obter a sua versao relativistica, a
equacao de klein-Gordon, vamos assumir uma aproximacgao nao relativistica da equacao
afim de obtermos a equacao de Schréedinger novamente, que afinal de contas é uma

equacao nao relativistica. Para iniciar, vamos fazer o ansatz?,
(7 1) = (. t)el i) (3.43)

A proposicao do ansastz é para uma aproximacao da energia da particula para a energia
de repouso da massa, definindo da seguinte forma £’ = E — mc?, onde a energia F’, é

nao-relativistica, de maneira que

9]
zha—f‘ ~ E'p < mc® (3.44)

assumindo essa defini¢ao, podemos fazer a derivada temporal de (3.42)

aa_f - (g_f - m;fz@) et s I e (3.45)

3 Ansatz é um palpite que se dd para uma solucdo sendo verificdvel apds obter os resultados.
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sua derivada de segunda ordem no tempo fica

Oy 9 [[(dp imc? L2 2mc? dp  m?*ct 2
W:§{<E— hcp)eh t}%—(z . E—i— hg@)eﬁ ¢ (3.46)

de modo que utilizando (3.31) obtemos:

Op h =
th— = ——V 3.47
ot 2m v ( )
o qual é a equacao de Schroedinger para particulas sem spin. Como a particula é descrita

tanto para fungoes de ondas relativisticas quanto para nao-relativisticas, concluimos que

a equacao de Klein-Gordon descreve particulas sem spin.
Particula Livre de Spin-0

Tendo as definicoes de carga e corrente da equacao de Klein-Gordon, trataremos
o problema aplicando novamente o ansatz que nada mais é que é a solucao da funcao

de onda (3.34) acompanhada de uma constante de normalizacao que ird ser determinada

posteriormente
7 .
vy = Ajexp (?_L(pi:z:Z + |Ep|t)) (3.48)
onde |E,| = £4/p?>+m?2. Inserindo a tultima equacdo na densidade de probabilidade
obtemos
€|Ep| *
p==+ 2 iy (3.49)

em que ¢4 nos sugere como interpretagao para a densidade particulas de carga € positivas
e negativas e de mesma massa. Como solucao da equacao de onda, é feito uma combinagao
linear de ambos os tipos de fungoes, discretizando as ondas planas continuas de (3.34).
Estabelecendo condicoes de contorno periédicos para as ondas a uma grande caixa cibica

com comprimento de aresta L. Assim,
i i
Un(x) = Apx)exp (ﬁ(pﬂ = |Epn|t)) (3.50)
e que também, para p, e E,,

E, = Vvpi+mi=E, (3.51)



onde n; = ng,ny,,n, admite valores discretizados. Para normalizar a fungao de onda

aplicaremos na equagao (3.49), como sendo

mc?
And =1\ 135 (3.53)
assim para a solucao teremos
mc? i,
Yy = L3Enexp ﬁ(plx F | E,t) (3.54)

em que contém duas constantes de normalizacao, uma positiva e outra negativa. Agora

para uma solucao mais geral da equacao de Klein-Gordon dada por

mc? i ;
0= Y Cvne = 3 05| Frgeon (G0 5 ) (5.59

este modelo é vélido para descrever particulas neutras em que 1 nao pode ser real, ou

seja, Y* = 1. A equacao de Klein-Gordon para particulas neutras utilizando os valores

possiveis para a carga de (3.53), teremos

1
n = = n + Yn,—
(I \/§(¢( +) TV, ))
mc2 DnZyn — Et

Em suma, se esperava que a equacao descrevesse o comportamento relativistico
de um elétron livre, por exemplo, mas nao foi isso que se provou. A primeira delas é a
densidade de probabilidade que podemos obter da equacao, o qual pode assumir valores
negativos, e que, ao eliminar a raiz da hamiltoniana, admiti-se estados de energia negativa.

Na época, em razao desses entraves, a equacao foi deixada de lado.(NETO, 2017)

Somente anos mais tarde que a equacao de Klein-Gordon voltou a discussao
académica, apds reinterpretacoes e novas preposicoes para as previsoes fisicas que a
equacao descrevia, muito em razao da equacao de Dirac que ajudou em suas solugoes,
mostrando que a equacao de Klein-Gordon previa fendmenos fisicos ainda nao descober-

tos a sua época.
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Campo de Klein-Gordon

Assim como toda equagao esta vinculada a um campo fisico, para o campo escalar
de klein-Gordon, teremos o seu campo correspondente. A densidade lagrangiana desse
campo € obtido utilizando a equacgao de Euler-Lagrange para demonstracao da equacao

de Klein-Gordon neutra (3.23). A densidade lagrangiana que satisfaz essa condicao é
£ = 1(0,00" 20 7
— 5 (0,00"6 — m*6?) (3.57)

O campo escalar real pode ser pensado a fim de comparacao como um campo escalar se-
melhante ao potencial elétrico que calculada o complexo conjugado da variavel de campo,

recal nela mesma

¢ (x) = ¢(x) (3.58)

ou seja, nao ha parte complexa, por isso o termo real. Esse campo descreve um sistema
de particulas bosonicas de spin 0, como por exemplo os pions e os kaons, particulas

elementares.

Algumas observacgoes a serem feitas sobre os campos escalares: Sempre que uma

quantidade envolver um produto escalar serd chamado de escalar de lorentz (DAS, 2020):

0¢,0¢9!" = Escalar
00,00, # FEscalar

zat =2 = (2°)? — (¥)* = Escalar

Nesse caso, a densidade de Lagrangiana é um escalar de Lorentz

A densidade lagrangiana do campo escalar neutro, dada em (3.56) pode ser defi-

nida abrindo a equacao de onda, o qual teremos

L = % uqﬁ@“qﬁ—%m%z
1 /. 1
= 3 (¢ - Vove) - gu'e?

1., 1 1 5,
= ¢ — VoV — = 3.59
ng 5 A 5 1) (3.59)
podemos identificar que, derivando a densidade lagrangiana por d,¢, o momento conju-
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gado pode ser definindo como
oL .
T=—=20¢ (3.60)
o¢

tendo esse resultado, podemos agora definir a densidade hamiltoniana dada em (3.15)

CcOo1mo

H = np—L

_ ] L 1 1 2.2
= 79— 36— VoVo — om’9
1 1 1
_ 2 Lt 2 1 L 22
= m =7 QVQSng 2mgz5
1

_ 1, 1 1y
= 57 2V¢V¢ 2mq§ (3.61)
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Capitulo 4

Leis de Conservacao e o Teorema de

Noether

Antes de introduzirmos o Teorema de Noether, retornaremos a discussao das
leis de conservacao, aprofundando o que ja foi apresentado. Sabendo que as leis de
conservagao sao consideradas principios fundamentais da natureza, uma lei de conservagao
afirma que uma grandeza mensuravel qualquer em uma descrigao evolutiva de um sistema
isolado é invariante, ou seja, é conservada. Em uma descricao mais abrangente, dada
uma transformagcao continua de coordenada e/ ou de campo em que a fisica nao muda,

deduz-se a presenca de uma quantidade conservada.

Fundamentalmente, a invariancia de grandezas conservadas nos leva ao conceito
de simetria, e que estao intimamente relacionados. Na mecanica classica por exemplo,
leis de conservacao da Massa, Energia, Momento e Momento Angular, sao oriundas da
invariancia de transformacoes temporais de translacao e de rotacao de espago. Além
dessas quantidades conservadas basicas, os sistemas fisicos fornecem quantidades ainda

mais fundamentais como Carga e Isospin (GREINER; REINHARDT, 2013).

Em uma definicao matematica, uma quantidade denominada X esta em funcao
de um parametro t e que o seu instantaneo é dado por uma modelagem infinitesimal que,

na condicao dessa quantidade ser invariante, o resultado sera nulo

dX .
=X = 4.1
o 0 (4.1)
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Desta forma, dizemos que X é uma constante. Em suma, a lei de conservacao diz que
uma quantidade mensuravel de um sistema fisico, nao muda a medida que o sistema
evolui ao longo do tempo. Essas quantidades conservadas sao denominados constantes do

movimento.

Na Perspectiva Newtoniana

Para um melhor entendimento das leis de conservacao, veremos a atuacgao delas no
formalismo newtoniano. O formalismo newtoniano segue leis de conservagao dependendo
do tipo de transformacao fisica em que um sistema esta submetido, mas que independente
de qual é tipo de transformacao, obedece a lei de conservacao de massa, que estabelece que
a massa ¢ invariante mediante uma transformacao fisica. Para uma transformacao fisica
que consiste em um translagao no tempo de um sistema isolado, nos da a conservacao
do momento linear. Uma transformagao em um sistema isolado que rotaciona, nos da
a conservacao do momento angular. Vale lembrar que sendo sistemas conservativos, nos

leva a outra lei de conservacao, a lei de conservacao da energia.

Seja uma particula de massa m sujeita a um conjunto de forgas de maneira que
a forca resultante seja igual a zero. A particula translada dinamicamente de um ponto a

no instante t; ao ponto b no instante

N
Fres = Z F; =0..p=constante (4.2)

i=1

sendo a soma de forgas igual a zero, teremos que, pela defini¢ao de forga (2.2), o0 momento
é conservado, ou seja, p1(t1) = po(t2) (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2008b). Desta
forma, o estado fisico é invariante, explicitando a existéncia de uma simetria fisica no
sistema, existindo uma relacao fundamental de grandezas conservadas com as simetrias,
mas que até antes de 1918, nao havia nenhuma teoria fisica e matematica que demonstra-
se essa relacao. Essa ligacao entre simetria e quantidades conservadas sé foi estabelecida

pelo Teorema de Noether, um dos teoremas mais influentes e elegantes do século XX.
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4.1 Teorema de Noether

O Teorema de Noether, elaborada pela matematica alema Amalie Emmy No-
ether (1882-1935), de maneira informal, nos diz que para cada simetria das leis fisicas
existe uma correspondente lei de conservacao. Esta afirmacao aparenta ser a mesma da
relacao fundamental das simetrias com as grandezas conservadas, com a diferenca de
que a relacao é provada pelo teorema, e é isso que veremos no prosseguimento deste
estudo. A importancia desse teorema é tal que a concepcao de que quantidades conser-
vadas sao intrinsecas a invariancia fisica mudou a partir do momento que foi estabelecida
uma equacao que relaciona esses dois conceitos, de forma que por meio desse teorema, é
possivel prever se um sistema fisico é conservativo ou nao. O teorema utiliza o formalismo

lagrangiano para a modelagem fisica matemética (NOETHER, 1918).

Para introduzir o teorema, deve-se antes estabelecer de que forma essas trans-
formagoes atuam em um campo fisico. Seja a fungao de Lagrange L£(x) onde, por questao

de brevidade, x = [¢(x), 0,¢(x)], é¢ um sistema dinamico descrita pela Acao:

S = /d%ﬁ(m) (4.3)

A funcao estd submetido por transformacoes gerais de maneira que dizemos que a Acao
¢ invariante. Comecando por definir a quantidade mais fundamental da funcao, a trans-

formacao infinitesimal da coordenada z* como:

/

T, =T, + 01, (4.4)

e que a mudanga correspondente no campo ¢, (x) é

¢p(2') = dr(x) + 0¢(2) (4.5)
generalizando transformacoes resultantes na densidade de Lagrange em

L'(z") = L(z) + 0L(z) (4.6)

De maneira fundamental, ocorreu que z* quando submetido a uma transformacao definida

por dx* foi promovida a ™, e que podemos generalizar essas definicdes para os demais
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niveis da funcao. Com base nessas defini¢oes de transformacgoes, podemos escrever a Ac¢ao

da funcao Lagrange como:

5= / A2 L(6(x), ,(x)) / 'eL(¢, 9 (1) (@)

denotando a condi¢ao de invariancia posto inicialmente, de maneira tal que dizemos que

sao quantidades iguais.

E importante salientar que a transformacao apresentada foi tanto no formato
de campo ¢ quanto para a coordenada x, essa é a transformacao é denominada como
transformacao global. Entretanto, as transformacgoes apresentam uma classe interessante
de mudanca, em que a coordenada x* é preservada como resultado da simetria presente no

o= gt 1d i t f 0 metrias int E
campo, z* = x'*, o qual denominamos essas transformagoes como simetrias internas. Essa
diferenca nao impede que o conceito de simetria se estenda para ambas as transformagoes
(DAS, 2020). Isto posto, definimos as transformagdes de simetrias internas para o campo

e para densidade Lagrange como:

¢'(x) = ¢(x) + 0¢(x) (4.8)
L'(z) = L(x)+ 0L(x) (4.9)

A transformacao em que apenas o campo é modificada é o que ird nos interessar
para o prosseguimento do estudo do teorema de Noether, pois serao importantes na for-
mulacao do teorema. Temos que a variacao funcional d¢ é tido como a transformacao que
o sistema fisico foi submetido. Essa quantidade ainda nao foi definida, pois sua definicao
dependera de cada tipo de transformacao que um campo fisico serd submetida, tomando

a forma apropriada.

4.1.1 Quadridivergéncia

Ja introduzida a forma como as transformagoes atuam em uma quantidade fisica,
veremos os resultados para acao classica de sistemas evolutivos. Seja um sistema dinamico

descrito pela Acao

Sl¢] = / d*xL (4.10)
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em que a sua dinamica ¢ invariante sob as transformacgoes de campo na condi¢ao de sime-
trias internas. Aplicando o principio de Hamilton na Acao e ignorando a parte esquerda
da equacao para nos ater apenas a Acao, de maneira que escrevemos a transformacao da

Acao usando a equagao (4.8):
S[¢'] =S¢ + 9] = S[¢] + 4S[4] (4.11)

em que isolando o ultimo termo, definimos o principio de Hamilton

6S[g) = S[¢'] — S[¢]
— /d41"[,’ — /d4l’£ =0 (4'12)

Entretanto, nao ha garantias de que o sistema seja invariante apds a transformacao,
pois a variavel de integragao do primeiro termo do lado direito difere do segundo. O
argumento matematico que preserva o resultado das integrais é o fato do jacobiano J,

dessa transformagao ser igual a um (DAS, 2020):

Oxt

J ===
ox

=1 (4.13)

de maneira que, mediante uma transformagao continua, a coordenada seja invariante, ou
seja, do’ = dx. Eis a importancia do uso das simetrias internas dita anteriormente. Assim,
temos que o Jacobiano assegura o resultado em (4.12). Desta forma teremos que, isolando

o ultimo termo para definir o tipo de transformagao,

5S[¢] = / Bl — / Bl

= / d*z (L' — L)
= / d*xoL (4.14)

na tltima linha foi usado a equagao (4.9), denotando a validade das transformagoes no

campo. Observa-se que apds a transformacao, a invariancia do sistema nao foi violada,
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pois o jacobiano assegurou o resultado do principio de Hamilton em que deve ser nulo,
/ d*z6L =0 (4.15)

Entretanto, a quantidade 0L pode nao ser zero, pois nao ha garantia de que o caminho
tomado pelo sistema nao é fechado. Para que a agao seja zero, 6L deve ser uma quadri-
divergéncia,

5L = 0,K" (4.16)

A existéncia da quantidade K* é assegurada pela hipdtese do teorema. Para vermos como

¢ definido, escrevemos:
0= / d'zdL = / d'z0, K" = / do, K" — 0 (4.17)
R OR
onde, para R tendendo ao infinito, para K*:
K" —0 (4.18)

Nessas passagens matematicas foi utilizado o teorema da divergéncia, que é definido pela

equivaléncia da integral da divergéncia de uma func¢ao com uma integral de superficie da

/Vﬁ-fdvzjif-ds

e que a funcao f tende a zero para o raio da esfera tendendo ao infinito. Para compreender

mesma funcao

o porque da corrente ser nula, usando a aplicacao mais conhecida na fisica, o teorema de
Gauss no eletromagnetismo, em que a funcao do campo elétrico £ limitada em uma esfera

em volta de uma carga de prova em que, no infinito, o campo é nulo.
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4.1.2 Corrente de Noether

Por outro lado, teremos que para 0L é por definicao do calculo variacional é dado

por:

£

oL = (5
8£ 65
= ¢6¢+ 7,00 (99)

oL oL
- ¢ 500+ <aau¢5¢> On (aam) o

oL oL
- l% O (@am)]ém (aam(%)

0

o primeiro termo é a equacao de Euler-Lagrange, em que sendo nulo, sobra o tltimo termo

5L =0, ( %, ¢5¢) (4.19)

esta igualdade mostra a validade do teorema de Noether. Na condicao de simetria in-
variante, ou seja, 0L = 0, ou no caso igual a uma derivada total, que nao modifica as

equacoes de movimento, denota-se uma grandeza conservada.

Desta forma, pela igualdade da variagao funcional da divergéncia (4.16), iguala-

mos com a defini¢ao (4.19), em que teremos:

0 oL

de maneira que pode ser reescrito

0, (aa%( 00 K“) =0 (4.21)

demonstrando que sempre que existe uma simetria continua associada a um sistema,

define-se uma corrente, de maneira para quantidade entre paréntese escrevemos

“_ oL
00,¢(x)

5 — K" (4.22)
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o qual denominamos como a corrente de Noether. Assim
o J" =0 (4.23)

A corrente conservada, independente do parametro de transformacao, nem sempre
pode ser um vetor. A sua estrutura é determinada pela estrutura tensorial do parametro
infinitesimal de transformacao. Além de que, dada uma corrente conservada, podemos

definir o que chamaremos de carga como:

Q= / d*xJ" (4.24)

ou seja, pela integral de volume, definimos a carga que é a quantidade fisica conservada.
Veremos estas quantidades conservadas para os casos de transformacoes de translagoes,
rotagoes e boosts, sem antes definir os tensores que carregam as transformacoes. E que a
garantia de que ¢ de fato uma quantidade conservada é que a derivada temporal da carga
Q@ ¢ nulo

aQ
=0 (4.25)

de maneira que podemos escrever

d d
d—Cf == (/ d%@NJ“) =0 (4.26)

ou seja, a evolucao temporal de uma quantidade conservada é invariante. Portanto, de-
finimos o teorema de Noether como: Sempre que houver uma simetria continua em um

sistema pode-se definir uma corrente conservada.
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Capitulo 5

Quantidades Conservadas

Estabelecido o teorema de Noether, trazendo que o teorema faz uma contri-
buigao sobre as simetrias que englobam um sistema fisico, uma vez que entende-se que as
simetrias que envolvem um sistema conservado estabelece uma relacao com leis de con-
servacao, sobre o qual teremos uma corrente conservada. Desta forma, para cada tipo
de transformacao de campo, nés teremos uma quantidade conservada dada pela corrente

correspondente.

Neste capitulo, serd apresentados as transformacoes que nos diz respeito as leis de
conservacao. A primeira transformacao a ser abordada é a translacao do espacgo-tempo.
A simetria presente ird nos gerar uma quantidade conservada associada a cada direcao
espacial em que é feito a transformacao, devido a homogeneidade e isotropia do espaco.
Assim como, para uma translacao no tempo, em que vai dinamizando ou transladando vai
nos gerar a energia como quantidade conservada. Em suma, teremos quatro quantidades

conservadas pela translacao no tempo-espago, denominado como tensor energia-momento.

Para transformacoes de rotacoes no espaco tridimensional, o qual é o grupo de
rotagoes, e como sistemas naturais sao invariantes por rotagoes, as rotacoes geram tres
grandezas conservadas, uma para cada direcdo, que s@o os momentos angulares. As
transformacoes de Lorentz ou boosts, por sua vez, estao associadas a possibilidades de
deslocamentos proximos a velocidade da luz, podem serem imaginados como rotacgoes no
espago quadridimensional, (por isso o grupo de transformagoes por rotagdes ¢ um subgrupo
da grupo de Lorentz) e que teremos uma grandeza conservada para cada diregao, e que

essa quantidade correspondera ao centro de massa. Juntando as grandezas conservadas
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de rotacoes mais boosts teremos o grupo de Lorentz, ja apresentado anteriormente no

primeiro capitulo.

Ao todo, tem-se dez quantidades conservadas no total, translagoes espagos-temporais,
rotacoes e transformagoes de Lorentz, que juntas, teremos o grupo de transformagoes infi-
nitesimais o grupo de Poinraré. Veremos que para cada tipo de transformacao, a corrente
que é um tensor tomara a forma correspondente em razao do parametro de transformacao
infinitesimal que o tensor carrega. Para translacoes, a corrente serd o tensor energia-
momento, que nos ird gerar a energia e os momentos. Para rotagoes e boosts, a corrente
sera o tensor momento-angular, que iré nos servir tanto para o momento angular propri-
amente dito, quanto para as grandezas conservadas das transformacoes de Lorentz, pois

ambos sao rotagoes.

5.1 Translacoes Espaco-Tempo

Seguindo o que foi apresentado, o primeiro caso de transformacao a ser demons-
trado é o caso de transformacao de campo por uma translagao. Comecando por definir a

translagao no quadrivetor z* como a transformagao local (FLEMING, 1987)
ot =t 4 et (5.1)

onde €” é uma constante infinitesimal arbitraria como sendo a transformacao dx* dado em

(4.4). Para o campo escalar temos que, assumindo uma simetria do formato do campo:

o(x*) = ¢ (z") (5.2)

utilizando a definicao de transformagao de coordenada no campo de simetria invariante

(4.5), teremos:

o) = )+ 2
DI
—€ “oer ¢'(z") — ¢(a)
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isolada os termos na tultima linha, usando o resultado na transformacao de campo com
simetria interna (5.2), definimos a transformagao substituindo a parte direita da equagao:

w09 (@")

o (5.3)

0p(x) =

sendo uma derivada de uma transformagao infinitesimal, acaba por ser desprezivel, ou
seja 0,¢ () = J,¢(x). Assim, usando a notagdo compacta de derivada, chegamos na

transformacao para translacao:

5(x) = —e0,0(x) (5.4)

Com base nos ultimos resultados provenientes para o tipo de transformacao de

translacao, veremos como a variacao funcional de Lagrange 6L se comporta,

oL 8£

oL = 8_¢5¢+ 80,0 0, (09)
- 6 — (0,0,0) o
a 3¢ ! 7T00,¢
oL oL
= —eM <8¢ 00+ 0, 8V(baay¢>
= —e'0,L (5.5)
o que implica que para quadridivergéncia (4.16) definimos:
0L =0,K'=—€'0,L (5.6)
e que nos leva
KV = —e'L (5.7)

Com os resultados (5.4) e (5.7) podemos reescrever a corrente de Noether dada

m (4.22)

woo_ oL S — K
T 800w
o oL
= %00 T
oL
- e ) o
i
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definimos a quantidade de dentro dos parénteses como

v __ qu oL - v
T = gy 9L (5.9)

esse é o energia-momento, uma quantidade simétrica. a corrente conservada gerada pelas
translacoes de campo. O tensor é uma matriz que contém a contracao de dois vetores,
além de ser de Rank 2, pelo fato de ter o parametro de transformacao ser um vetor de 4.
Pela definicao do teorema de Noether, as cargas conservadas estao associadas a simetrias,

teremos que

Pr = / 2T (5.10)

onde para cada valor de indice escolhida de v = 0,1,2,3, vai gerar uma quantidade

conservada correspondente.

5.1.1 Energia Conservada

Relembrando o campo escalar Real (campo de Klein-Gordon neutro) dada pela

densidade lagrangiana

1 1
L= 5 GO P — §m2¢2 (5.11)

Para uma translagao na coordenada temporal, o indice v sera zero. Desta forma, teremos

que

P’ = / d*xT™

- [ (Pom )
_ / P (q’sw . c)

- /d%% — H (5.12)

na penultima passagem se chegou na definicao da hamiltoniana. Para ficar mais claro
quanto ao campo escalar, poderemos substituir a lagrangiana da pentltima linha por sua

definicao do campo escalar real:
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) B - (@2 1 1
P= [@are — [ (W — VoV — -+ SVoVe + §m2<¢>2>
= /d3x (%(@2 — %V¢V¢ + %mQ(bQ)

1 1 1
_ / P (§(w)2 ~ VoV + §m2¢2> _ / B (5.13)
chegamos na densidade hamiltoniana do campo escalar dada em (3.61). Temos a hamil-

toniana do sistema como a quantidade conservada.

5.1.2 Conservacao do Momento Lienar

Para o momento, teremos que para v =i onde i = (1,2, 3). De maneira que

oL

0i _ a0 .
! _8%3@(1’) I

Vg (5.14)
de maneira que para os valores de i = 1,2,3 as respectivas métricas serao nulas, ¢"! =
g"? = ¢» = 0. Lembrando da densidade lagrangiana do campo escalar (?), e que a partir

dele definimos:

oL
00,0

= 91 (5.15)

Portanto, definimos o tensor e que para a transformagao continua teremos:

P = / d*zT"
= /d%(@o(b@iqﬁ)
= — / P2 (pV o) (5.16)
que naturalmente sao interpretados como o momento carregado pelo campo que, por
defini¢do, é o momento linear (ndo deve ser confundido com o momento canonico). Desta

forma, foi nos gerado o momento linear para cada translacao na coordenada espacial

(PESKIN, 1995).
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5.2 Rotacoes e Boosts

Sendo o espaco quadridimensional homogéneo para translagoes, para as trans-
formagoes de Lorentz (préprias) em que a fisica é covariante e que desta forma, a Agao
deve ser invariante, carrega consigo a propriedade de isotropia para rotacoes tridimensio-
nais ordinarias no espago. Essa transformacao nos tras outra extensao de transformacoes
de campo ¢ a simetria quanto a rotacoes do espaco-tempo, um subgrupo do grupo de
Lorentz (GREINER; REINHARDT, 2013). A transformacdo de rotagao infinitesimal é
dado por (FLEMING, 1987)

o =t + 'z, (5.17)

onde w" é uma matriz que depende dos angulos de rotagao (no espago de quatro di-
mensoes) e é antissimétrica. Para o campo escalar na condi¢ao de ser invariante, teremos

que

o) = )
Br) = P+,
o) = I@)+ o0
—w"r,0,9" = ¢'(z) — () (5.18)

usando (4.8) e desprezando a transformagcdo em ¢, por ja ser infinitesimal, teremos

0 = —wx,0,¢ (5.19)

Como consequéncia, para a variagao funcional da densidade 0L(x), teremos:

oL = %M)jt aaaf¢ ()
= GCRB,0) + g0 5,0,0)
_ g “¢a§ _wwa‘zfgb(aaxyamwyé’a@ucb)
— g, (gg 0,6 + 0, (%%88;5)
D) (5.20)
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usando a derivada do produto, temos:
—wx,0,L = =0, (W 'z, L) + w0z, L (5.21)

sendo 0,7, = g, e usando a simetria de g, e a antissimetria de w"”, vemos que
w0,0,L, de modo que 0L = 0,(—w*z,L). Com base neste resultado, tendo que a

quadridivergeéncia ¢ definido por 9, K" = 0L, definimos:
KF = —whx,L(x) (5.22)

Utilizando os resultados (5.19) e (5.21) definimos a corrente de Noether para rotagoes,

sendo necessario uma mudanga de indices por conveniéncia:

§¢p = —wNVr, 00
0L = —wNz, 0L

Desta forma teremos
oL
= = 5 — K"
0= (%uas(x) ¢ )

oL
= 0Oy {W(—M%ﬂﬁw) - (—ww%ﬁ)}
oL

— BA B _ B
w0, <g L —x 36ugb(:1c)aA¢>

oL
= w,\gﬁy |:$B <g,u)\£ — W&wﬁ)} (523)

que pode ser escrito como:

wxg0,, (2°TH) =0 (5.24)

onde identificamos que a quantidade T é tensor energia-momento. Nota-se que o delta
¢ é a métrica do espaco. Além disso, sendo a quantidade w"” antissimétrico, e arbitrario,

a equacao tem que apenas a parte antissimétrica do termo entre paréntese é nula. Logo,

O (xgTH — 2, T") =0 (5.25)
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que usualmente é escrita

0, M"?* =0 (5.26)
onde M#B* é o tensor de momento angular, que nos dard as grandezas fisicas geradas
pelas rotacoes e boosts.

5.2.1 Conservagao do Momento Angular

Assim sendo, teremos que para M*** com os indices escolhidos para o espaco de
rotacoes teremos o tensor do momento angular para trés dimensoes. Para a expressao da

carga conservada (4.24) teremos:
L = / e M7 = / &Pz (2T — z;T") (5.27)

lembrando que o momento P* ¢é definido pelo tensor energia-momento 7" e que para p = 1
teremos as grandezas correspondentes as coordenadas espaciais, desta forma, teremos que

para o tensor do momento angular:

Lij = xi/d?’ITOJ — /d%TOi =z, P’ — ;P (5.28)

em que as cargas sao os momentos lineares P’ = p' e P = pJ. 0s quais podemos expressar
)

essas quantidades por sua notacao de operadores, p'= —iﬁ, de maneira que escrevemos
Ly = z;p' — xjp' = —i(2;0; — 2,;0;) (5.29)
que nos daré trés quantidades conservadas, que sao:
Ly = —i(x903 — 1305), Lo = —i(x105 — x301), L3 = —i(x105 — 220"), (5.30)

que sdo as mesmas obtidas no grupo de rotagdes nas equagoes (1.31), os quais sdo as
componentes do operador momento angular L= —i(7 X ﬁ), dada em (1.32). Verificando
a validagao do Teorema de Noether, em que a simetria nos gerou o momento angular para

rotacoes em trés dimensoes.
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5.2.2 Conservagao da Quantidade Conservadas de Boosts

Para transformacoes de velocidade de lorentz-boosts, que podem ser visualizadas

como rotacoes em hiperplanos espacos-temporais mistos de Minskowski, teremos:
Ky = / P M™ = / &a (T — 2,T%) (5.31)

que de forma analoga a obtencao do momento angular, teremos que para esse caso a

seguinte expressao
K; = xg / BaxT?® — gz, / BaT® = zoP' — 2'H (5.32)

em que pela notacao relativistica, as componentes zyp =t e que P’ = j e a energia dada
pela hamiltoniana H que por defini¢ao, é a energia mecanica F. Desta forma,teremos as

grandezas conservadas para velocidades em cada direcao espacial:

K, =1tp, —azE, K,=1lp,—yE, K.=tp,—zE (5.33)
e que podem ser escritos na equacao:

—

K =tp—ZFE (5.34)

Se escrevermos as quantidades fisicas do momento e a da energia das equagoes

(5.33) em termos de operadores, obteremos:

K, = —i(t0, + 20,), K, = —i(td, +yd,), K.= —i(td. + 20,) (5.35)

observa-se que s@o os mesmos resultados dos geradores do grupo de Lorentz (1.56), va-
lidando o teorema de Noether para transformacoes Lorentz-boosts, em que as simetrias
nesse espaco nos gerou as quantidade conservada correspondentes aos transformacoes no

sistema espaco tempo.

Lembremos que a carga conservada (4.24), que é definida por uma integral de
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volume e que seu resultado é nulo, e que para essa quantidade conservada teremos:
— = [ Pr—(tp — FE) =0 (5.36)

por meio dessa definicao, teremos a seguinte constatacao, a velocidade de uma particula

relativistica em um sistema 4-dimensional para a direcao x é:

_ b=
Ve = (5.37)

e que vale para as demais diregoes y e z. Se dividirmos as equagoes pela energia da
particula recaimos nas transformacoes de Galileu, no qual teremos o centro de massa da
particula no tempo zero. Desta forma poderiamos generalizar que as grandezas sao nada
mais que a conservagao do centro de massa para o tempo t = 0 e que sendo conservada,
podemos escolher arbitrariamente o valor de ¢, além de ter v multiplicado pois temos as
relacoes relativisticas £ = ym e p = ymwv. A afirmacao de que a quantidade conservada
é o centro de massa nao encontra um embasamento na literatura de forma consistente,

como serd melhor explanado a seguir.

A modelagem matemaética das transformacoes de Lorentz no capitulo 1 foi tratado
como rotacoes hiperbdlicas, e que as quantidades conservadas dessas transformacoes, na
condicao de ser invariante, € o momento angular relativistico, em que pode-se considerar
contraditdrio, pois as transformacgoes de Lorentz nao sao rotacoes, mas vale observar que,
como grupo de Lorentz contém rotacoes, é esperado que o tensor de momento angula
faca parte da corrente conservada. Os livros apresentam essa quantidade como sendo a
grandeza conservada especificamente. Algumas materiais informais para uma pesquisa
cientifica consultadas na pesquisa se referem a essas quantidades conservadas como a

conservacao do centro de massa, como foruns e acervos de conversas arquivadas de email.
Em Suma:

Vimos que o teorema Noether pode nos dar uma quantidade/grandeza fisica con-
servada em sistemas fisicos invariantes, ou seja, com a presenca de uma simetria que
estabelece uma relagao fundamental com leis de conservagao, que agora estao explicadas,

ou melhor, elucidadas pelo Teorema de Noether.

Para obtencao do teorema de Noether, foi definido que as transformacoes sao in-
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variantes nas coordenadas espaciais, estando por descobrir a transformacgao no campo pela
variacao funcional do campo d¢. Como resultado, definimos os tensores que carregam es-
sas transformacoes e as divergéncias que tomam a forma para cada tipo de transformacao,
e que a integral de volume desses tensores nos da a quantidade conservada equivalente a

simetria em questao. Podemos colecionar todos os resultados obtidos na tabela abaixo:

Leis de Simetria Tensores | Quantidades
Conservacao Correspondentes Conservadas
Lei de Conservacao Invariancia sob T P =F=i2
Massa/Energia Translagao de tempo
Lei de Conservagao Invariancia sob T Pi=P =4V

Momento Linear | Translagao de espaco

Lei de Conservagao Invariancia sob MU0 Lij =—i(rx V)

Momento Angular Rotagao de espaco

Lei de Conservacao Invariancia sob MOP CM =tp—7E

Centro de Massa Lorentz-boosts
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Conclusao

Neste trabalho, de uma forma geral, foi feito uma andlise das quantidades con-
servadas e que a existéncia delas estd intimamente ligadas por uma relagao fundamental
entre as leis de conservagao com as simetrias naturais. Essa relacao fundamental foi vali-
dada matematicamente por meio da obtencao das grandezas conservadas via do teorema
de Noether. As quantidades conservadas de interesse neste trabalho foram as trans-
formagoes de translagoes, rotagdes e boosts, que juntas formam o grupo/invariancia de
Poincaré (translagoes + transformagoes de Lorentz), abordado no capitulo 1. No estudo
das transformagoes infinitesimais e invariantes, essas transformacoes formam grupos que
devem obedecer a dlgebra de Lie, que nos fornecem os geradores infinitesimais que deixam
a transformacao invariantes, constatando a relacao fundamental das leis de conservacao

com as simetrias.

No desenvolvimento do trabalho, para se chegar no teorema de Noether, foi in-
troduzido a mecanica classica do caso discreto e o principio de Hamilton, juntamente com
o calculo variacional que norteou majoritariamente os calculos deste trabalho, para em
seguida a mecanica do caso continuo ser introduzida, chegando assim na teoria de cam-
pos. O campo mais simples que foi apresentado foi o campo escalar, que é o campo de
Klein-Gordon neutro, que descreve particulas bosonicas de spin 0, em que teremos uma

equacao dinamica que a descreva e uma energia associada.

Com a calculo variacional e a teoria de campos introduzida, preparou-se caminho
para o teorema de Noether, apresentada na sua forma geral. Por meio das caracteristicas
fisicas do campo escalar, foi construido o teorema de Noether para as transformagoes inva-
riantes préprias do campo. Por fim, vimos as quantidades conservadas das transformacoes
de Poincaré para o campo escalar via teorema de Noether, atingindo o objetivo principal

do trabalho.
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Sobre o teorema de Noether, considerada uma das equacgoes matematicas mais
importantes do século XX por sua conexao que é estabelecida da matematica com a
natureza, tem uma uma das maiores contribuicoes para as ciéncias naturais, sobretudo na
fisica. Como todas as teorias fisica devem obedecer as leis de conservacao para valida-las,
leis estas como o momento linear, momento angular e energia, as mais usuais e que sao
consideradas leis exatas (leis ainda nao violadas), cada qual com sua respectiva grandeza
conservada, o Teorema de Noether estabelece a relagao de forma mais fundamentada na
matematica do que como era visto de forma axiomatico. Desta forma, é possivel prever

por exemplo, se um sistema fisico é conservativo ou nao.

Além disso, temos que as grandezas fisicas, uma vez que nao variam no tempo
(logo, conservadas), pelo teorema de Noether sdo definidas em tensores que gera a quan-
tidade para cada dimensao no espaco. Esses tensores que carregam as transformacgoes e
a divergéncia de fluxo da grandeza conservada atendem a equagao da continuidade. O
tensor das transformacgoes de translagoes, obtivemos a energia para a transformacao no
tempo enquanto que para as demais coordenadas espaciais, o momento linear, ainda que
nao se demonstra ser explicito, mas que fundamentalmente é previsto como momento
linear, por isso leva o nome de tensor energia-momento. O tensor para transformacoes
de rotagoes (rotagoes em trés dimensdes + transformagdes de Lorentz) é o tensor mo-
mento angular para as dimensoes espaciais, teremos o momento angular como grandeza
conservada, mas para as transformacoes de Lorentz também é momento angular do caso

relativistico?

Na pesquisa bibliografica que se deu majoritariamente em livros de Teorias de
Campos, nao se encontrou informacgoes brutas o bastante para ser usadas como embasa-
mento referentes as quantidades conservadas nas transformagoes de Lorentz-Boosts, uma
vez que em muitas das referéncias que se propunham a abordar quantidades conserva-
das simétricos, se atinham a expor o momento angular como resultado da invariancia em
rotagoes de trés dimensoes, mas que as quantidades conservadas da invariancia de Lorentz
eram vagamente explicadas, por vezes estando apenas por nivel de mencao.

O tensor que gera as seis quantidades conservadas na invariancia de Poincaré
que pelo nome que se da de tensor momento angular, nos leva a pre-supor que as trés
quantidades conservadas para a invariancia de Lorentz sao os momentos angulares rela-

tivisticos, ou ao menos podem ser pensados assim, pois na modelagem matematica das
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transformacoes de Lorentz foram pensados como rotacoes da dimensao do tempo com
uma dimensao espacial. A responta estda em dividir a quantidade por sua prépria energia,
chegando nas transformagoes de Galileu, que podem ser interpretados como o centro de
massa no tempo igual zero. Desta forma, dizemos que a quantidade conservada é centro
de massa conservada. Entretanto, seria necessdrio uma analise mais profunda, envolvendo

o formalismo newtoniano para tragarmos um paralelo com o regime relativistico.

Por fim, atingindo os objetivos propostos por esse trabalho, onde vimos as quan-
tidades conservadas no campo escalar via teorema de Noether, é possivel tracar caminhos
de continuidade de estudo a partir do campo classico. Como por exemplo, abranger o
estudo das mesmas quantidades conservadas abordadas para os demais campos como o
campo eletromagnético, o campo de dirac, dentre outros. Uma outra linha de estudo é,
além de abordar as quantidades conservadas no campo classico, obter as mesmas quanti-
dades conservadas abrangendo para a teoria quantico de campos, com intuito comparativo
entre essas grandezas para tracar uma perspectiva. Também vale a mencao a respeito a
conservagao das quantidades das transformagoes Lorentz (boosts), realizando um estudo

mais aprofundado sobre essas grandezas, uma vez que se encontra escassa na literatura.
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